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布袋注浆桩复合地基固结方程解析解

彭仪普ꎬ汤致远ꎬ邓湘洋ꎬ李　 剑ꎬ李子超

(中南大学土木工程学院ꎬ湖南 长沙 ４１００７５)

摘　 要 目的 解决传统地基处理方法对软土地基区域存在适用性差、效果不明显以

及设计计算不准确等问题ꎮ 方法 通过分析布袋注浆桩复合地基加固机理ꎬ在现有复

合地基固结研究的基础上ꎬ考虑因施工扰动而造成的土体水平渗透系数变化的三种

可能模式ꎬ推导出布袋注浆桩复合地基固结控制方程ꎬ并根据固结解答采用解析方法

对复合地基的固结度、孔压等问题进行多方面的分析ꎮ 结果 给出了布袋注浆桩复合

地基固结控制方程以及复合地基在荷载瞬时施加和单级施加情况下的解析解ꎻ在相

同计算条件下ꎬ散体材料桩、布袋注浆桩复合地基、不透水桩复合地基以及天然地基

之间的固结速率表现为递减趋势ꎮ 结论 地基固结随着地基顶面和底面附加应力比

值的增大而加快ꎬ且接近地表的附加应力越大固结越快ꎮ 外部荷载瞬时施加ꎬ此时地

基固结最快ꎻ加载历时越久ꎬ地基内的最大孔隙水压力值越小ꎮ

关键词 布袋注浆桩ꎻ解析解ꎻ水平渗透系数ꎻ复合地基固结
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　 　 在我国东部沿海部分地区ꎬ地貌表现为

全新世晚期滨海淤积平原地貌ꎬ该地区土体

性质较差ꎬ均为软土地基ꎮ 目前常用的地基

处理方法有换填、强夯等加固天然地基处理

方式和水泥搅拌桩等置换处理方式ꎮ 基于软

土特性ꎬ这些地基处理方式存在适用性差、效
果不明显的特点ꎮ 而通过土工织物袋或尼龙

袋以及水泥等注浆液形成柱状或葫芦状硬化

体挤密加固土体的软土地基处理方法受到越

来越多的关注ꎮ
布袋桩由于布袋排水特性可以加快土体

固结ꎬ缩短工期[１]ꎬ就复合地基固结理论ꎬ诸
多学者对其进行了研究ꎮ １９４８ 年ꎬ Ｒ. Ａ.
Ｂａｒｒｏｎ[２]提出了砂井地基径向轴对称固结理

论ꎬ后续学者不断对 Ｂａｒｒｏｎ 固结理论中的假

定进行修正ꎬ极大促进了砂井地基固结理论

的研究ꎮ 杨涛等[３] 将整个复合地基视为均

质的复合材料ꎬ采用复合模量法对荷载瞬时

施加和单级施加的黏结材料桩复合地基线弹

性固结理论进行了研究ꎮ 谢康和等[４ － ５]通过

两种不同的方法对复合地基固结模型进行了

修正ꎮ 部分学者对考虑桩体和土体发生二维

变形情况下的固结理论进行了研究[６ － ８]ꎮ Ｔ.
Ｙａｎｇ 等[９]在卢萌盟等[１０ － １１] 提出的轴对称固

结模型的基础上ꎬ进一步提出未打穿不透水桩

复合地基的固结解析解ꎬ使对不透水桩复合地

基固结问题的研究又得以拓展ꎮ Ｄ. Ｗ. Ｚｈａｎｇ
等[１２]按照渗透系数将塑料排水板和土体等效

为均质土体ꎬ利用 Ｋ. Ｔｅｒｚａｇｈｉ[１３] 提出的天然

地基一维固结模型计算组合桩复合地基固结

度ꎮ 陈蕾等[１４]利用砂井地基理论研究了组合

桩复合地基固结问题ꎮ
以上学者采用理论分析和试验等方法对

复合地基固结理论进行了深入研究ꎬ促进了

对复合地基固结理论的认识和了解ꎬ然而其

理论研究大多是基于一定的条件假设及模型

简化ꎬ对更为复杂的情况只能通过数值求解

的方法进行计算ꎮ 基于此ꎬ笔者针对布袋注

浆桩特性ꎬ考虑土体水平渗透系数的三种模

式以及附加应力延深度的非均匀分布ꎬ首次

推导布袋注浆桩复合地基固结控制方程ꎬ并
求出在不同加载情况下的固结解析解ꎬ为软

土地基处理的设计计算方法提供参考ꎮ

１　 固结控制方程推导

布袋注浆桩复合地基在正方形布桩时ꎬ
为方便计算ꎬ参照碎石桩复合地基ꎬ布袋注浆

桩复合地基单桩分担地处理地基面积的等效

圆直径 ｄｅ ＝ １ １３ ｓꎬ其中 ｓ 为复合地基桩间

距(见图 １)ꎮ
１. １　 基本假定

笔者以轴对称固结模型为基础[１１]ꎬ桩周

土体存在竖向水流ꎬ并考虑土体的水平向渗

透系数ꎬ且水平向渗透系数沿径向发生变化ꎮ
由于布袋注浆桩其特有属性ꎬ桩体为不排水

且桩 － 布袋边界为不排水边界ꎬ布袋 － 土界

面为弱排水界面ꎬ所取单元的径向外边界即

影响区边界为不排水界面ꎮ
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图 １　 布袋桩复合地基布桩图

Ｆｉｇ １　 Ｐｉｌｅ ｌａｙｏｕｔ ｏｆ ｂａｇ ｐｉｌｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

考虑到现场环境的复杂性ꎬ采用固结简

化模型(见图 ２)ꎬ基于以下假定:
①桩体为不透水桩ꎬ桩体内不存在超静

孔隙水压力ꎻ
②布袋注浆桩所采用布袋的水平渗透系

数和竖直渗透系数不变ꎬ分别为 ｋｈｂ和 ｋｖｂꎻ
③等应变条件成立ꎬ即桩体、布袋和土体

均受侧向约束ꎬ并且竖向变形相等ꎻ
④无竖向压力作用时ꎬ常仕维等[１５ － １７]运

用修正的达西定律去描述土工织物的渗透特

性ꎬ认为当流速较小时ꎬ水流进入孔隙或从孔

隙流出时产生的局部水头损失相对于水流通

过由织物形成的孔隙时产生的水头损失可以

忽略ꎬ表现为层流ꎮ 因此假定复合地基内水

的渗流和流动符合 Ｄａｒｃｙ 定律ꎻ
⑤外部荷载在地基中引起的平均附加应

力 σ(ｚꎬｔ)为深度与时间的函数ꎮ

图 ２　 布袋注浆桩复合地基固结模型

Ｆｉｇ ２　 Ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｗｉｔｈ ｃｌｏｔｈ ｂａｇ￣ｇｒｏｕｔｉｎｇ￣ｐｉｌｅ

１. ２　 推导过程

笔者在进行布袋注浆桩复合地基固结控

制方程推导时考虑扰动效应(涂抹效应)ꎬ将
桩周土分为扰动区和未扰动区ꎬ并假定扰动

区土体的渗透系数小于未扰动区土体ꎬ且布

袋的水平渗透系数和竖直渗透系数不变ꎬ分
别为 ｋｈｂ和 ｋｖｂꎮ 根据扰动区土体渗透系数随

位置变化模式的不同ꎬ考虑扰动效应的方法

主要包括模式一、模式二、模式三(见图 ３)ꎮ
模式一:假定扰动区土体渗透系数保持不变ꎬ

图 ３　 扰动区土体水平渗透系数三种变化模式

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｒｅｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｓｏｉｌ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ
ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｎ ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ａｒｅａ
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此模式为最早考虑扰动效应ꎬ造成的误差较

大ꎬ适用于扰动区较小的情况ꎻ模式二:假定

扰动区土体渗透系数沿径向线性变化ꎻ模式

三:假定扰动区土体渗透系数沿径向抛物线

变化ꎬ此模式是通过大量试验结果和实测结

果拟合出来的近似变化模式ꎮ
复合地基水平渗透系数 ｋｒ( ｒ)和复合地

基竖向渗透系数 ｋｖ( ｒ)均是一个关于径向距

离 ｒ 的分段函数(见图 ３、图 ４)ꎬ令 ｋｒ ( ｒ) ＝
ｋｈ ｆ１(ｒ)、ｋｒ(ｒ) ＝ ｋｈ ｆ２(ｒ)ꎬ图中 ｋｈ 为复合地基

未扰动区土体水平渗透系数ꎮ
根据图 ２ 所示固结模型及布袋注浆桩桩

体不透水ꎬ由等应变假定及平衡方程可得:

εｖ＝ －
(ｒ２ｂ－ｒ２ｃ)ｕｂ＋(ｒ２ｅ－ｒ２ｂ)ｕｓ－ｒ２ｅσ(ｚꎬｔ)

(ｒ２ｅ－ｒ２ｂ)Ｅｓ＋ｒ２ｃＥｃ＋(ｒ２ｂ－ｒ２ｃ)Ｅｂ
. (１)

式中:ｒｅ 为影响区半径ꎻｒｃ 为桩体半径ꎻｒｂ 为

布袋注浆桩桩体和布袋组合体的半径ꎻｂ为

布袋厚度ꎻｕｓ 为桩周土体平均超静孔压ꎻｕｂ

为布袋内平均超静孔压ꎻＥｓ、Ｅｂ、Ｅｃ 分别为土

体、布袋和布袋注浆桩桩体的压缩模量ꎻεｖ

为地基在任一深度处的竖向应变ꎮ

图 ４　 复合地基竖向渗透系数变化模式

Ｆｉｇ ４　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖａｒｉａｔｉｏｎ
ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

　 　 竖向应变关于时间 ｔ 的偏导数为

　 　
∂εｖ

∂ｔ ＝ － １
Ｅｓ[ｎ２ － ｓ２ ＋Ｙ ＋(ｓ２ －１)Ｘ]

× (ｎ２ － ｓ２)
∂ｕｓ
∂ｔ ＋(ｓ２ －１)

∂ｕｂ
∂ｔ －ｎ２ ∂σ(ｚꎬｔ)

∂ｔ[ ]. (２)

式中:ｎ 为桩径比ꎬｎ ＝ ｒｅ / ｒｃꎻｓ ＝ ｒｂ / ｒｃꎻＸ ＝ Ｅｂ /

ＥｓꎻＹ ＝ Ｅｃ / Ｅｓꎮ

地基土体内、布袋内以及布袋和土体内

的平均孔压分别为

ｕｓ ＝ １
π(ｒ２ｅ － ｒ２ｂ)

∫ｒｅ
ｒｂ
２πｒｕｓ(ｒ)ｄｒ . (３)

　 　 ｕｂ ＝ １
π(ｒ２ｂ － ｒ２ｃ)

∫ｒｂ
ｒｃ
２πｒｕｂ(ｒ)ｄｒ . (４)

ｕ ＝ １
π(ｒ２ｅ － ｒ２ｃ)

(∫ｒｂ
ｒｃ
２πｒｕｂｄｒ＋∫ｒｅ

ｒｂ
２πｒｕｓｄｒ) ＝

(ｓ２ －１)ｕｂ ＋ (ｎ２ －ｓ２)ｕｓ
ｎ２ －１

. (５)

由式(２)和式(５)得:

　 　
∂εｖ

∂ｔ ＝ － １
Ｅｓ[ｎ２ － ｓ２ ＋ Ｙ ＋ (ｓ２ － １)Ｘ]

× (ｎ２ － １)∂
ｕ
∂ｔ － ｎ２ ∂σ(ｚꎬｔ)

∂ｔ[ ]. (６)

　 　 由于布袋注浆桩复合地基的布袋 －土界

面为排水界面ꎬ而桩 － 布袋边界和单元体外

边界不排水ꎬ所以得出径向边界条件为

∂ｕ / ∂ｒ ＝ ０ꎬｒ ＝ ｒｅꎻ

ｕｓ ＝ ｕｂꎬｒ ＝ ｒｂꎻ

ｋｒ(ｒｂ)∂ｕｓ / ∂ｒ ＝ ｋｈｂ∂ｕｂ / ∂ｒꎬｒ ＝ ｒｂꎻ

∂ｕ / ∂ｒ ＝ ０ꎬｒ ＝ ｒｃ .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(７)

根据谢康和等[１８] 在对称情况下考虑土

体径向及竖向渗流时研究的固结方程作微分

和积分ꎬ并结合式(７)对应的边界条件ꎬ得:

　 　 ｕｓ(ｒ) ＝ ｕｂ ｜ ｒ ＝ｒｂ ＋
γｗ

２ｋｈ

∂εｖ

∂ｔ ＋
ｋｖ

γｗ

∂２ｕｓ
∂ｚ２

æ

è
ç

ö

ø
÷×

[ｒ２ｅＡ０(ｒ) －Ｂ０(ｒ)]∑
ｎ

ｉ ＝１
ＸｉＹｉ . (８)

其中ꎬ Ａ０(ｒ) ＝ ∫ｒ
ｒｂ

ｄξ
ξｆ(ξ)ꎻＢ０(ｒ) ＝ ∫ｒ

ｒｂ

ξｄξ
ｆ(ξ)ꎻ

ｒｂ ≤ ｒ ≤ ｒｅꎮ

　 　 ｕｂ(ｒ)＝ ｕｂ ｜ ｒ ＝ ｒｂ ＋
γｗ

４ｋｈｂ

∂εｖ

∂ｔ ＋
ｋｖｂ

γｗ

∂２ｕｂ

∂ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷[ｒ２ｂ －

ｒ２ －２ｒ２ｃ ｌｎｒｂ ＋２ｒ２ｃ ｌｎｒ]. (９)
式中:ｋｖ 为土体竖向渗透系数ꎻγｗ 为水的重力

密度ꎮ
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将式(８)代入式(３)、式(９)代入式(４)ꎬ 并将两式相减后联合式(５)、式(６)得:

　 　 ｕ － ｕｂ ＝ － ｎ２ － ｓ２

Ｅｓ[ｎ２ － ｓ２ ＋Ｙ ＋ (ｓ２ －１)Ｘ]
γｗｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ
－
γｗＲ
４ｋｈｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｕ
∂ｔ ＋ ｎ２ － ｓ２

Ｅｓ[ｎ２－ｓ２＋Ｙ＋(ｓ２－１)Ｘ]
× ｎ２

ｎ２ －１
×

γｗｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ
－
γｗＲ
４ｋｈｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂σ
∂ｔ ＋

ｋｖｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ

∂２ｕ
∂ｚ２

－ ｓ２ － １
ｎ２ － １

×
ｋｖｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ
＋ ｎ２ － ｓ２

ｎ２ － １
×
ｋｖｂＲ
４ｋｈｂ

[ ]
∂２ｕｂ

∂ｚ２
. (１０)

其中ꎬ Ｆｃ ＝
２(Ａ１ｒ２ｅ － Ｂ１)
ｒ２ｅｒ２ｂ(ｎ２ － １)

ꎻＲ ＝
ｒ２ｂ － ３ｒ２ｃ

２ ＋
２ｒ４ｃ ｌｎ

ｒｂ
ｒｃ

ｒ２ｂ － ｒ２ｃ
ꎻＡ１ ＝∫ｒｅ

ｒｂ
ｒＡ０(ｒ)ｄｒꎻＢ１ ＝ ∫ｒｅ

ｒｂ
ｒＢ０(ｒ)ｄｒ ꎮ

　 　 对式(８)和式(９)关于 ｒ 微分ꎬ代入式

(７)对应的边界条件ꎬ并结合式(５)、式(６)
得:

∂２ｕｂ

∂ｚ２
＝ Ａ ∂ｕ

∂ｔ － Ｂ ∂σ
∂ｔ － Ｃ ∂２ｕ

∂ｚ２
. (１１)

其中ꎬ

Ａ ＝
γｗ(ｎ２ － １) ２

Ｅｓ[ｎ２－ｓ２＋Ｙ＋(ｓ２－１)Ｘ](ｓ２－１)(ｋｖｂ － ｋｖ)
ꎻ

Ｂ＝
γｗ(ｎ２－１)ｎ２

Ｅｓ[ｎ２－ｓ２＋Ｙ＋ (ｓ２ － １)Ｘ](ｓ２－１)(ｋｖｂ － ｋｖ)
ꎻ

Ｃ ＝
(ｎ２ － １)ｋｖ

(ｓ２ － １)(ｋｖｂ － ｋｖ)
ꎮ

将式(１１)代入式(１０)得:

ｕｂ ＝ ｕ ＋Ｄ ∂ｕ
∂ｔ － Ｅ ∂σ

∂ｔ － Ｆ ∂２ｕ
∂ｚ２

. (１２)

其中ꎬ

Ｄ ＝
γｗ(ｎ２ － ｓ２)

Ｅｓ[ｎ２－ｓ２＋Ｙ ＋(ｓ２－１)Ｘ](ｋｖｂ －ｋｖ)
×

ｒ２ｅＦｃ[ｋｖ＋(ｎ２－ｓ２)(ｋｖｂ －ｋｖ)]
２ｋｈ(ｎ２ － ｓ２){ －

Ｒ[ －ｋｖｂ ＋(ｓ２ －１)(ｋｖｂ －ｋｖ)]
４ｋｈｂ(ｓ２ －１) }ꎻ

Ｅ ＝
γｗ(ｎ２ － ｓ２)

Ｅｓ[ｎ２ － ｓ２ ＋Ｙ ＋ (ｓ２ －１)Ｘ](ｎ２ －１)(ｋｖｂ － ｋｖ)
×

ｒ２ｅＦｃ[(ｎ２ －１)ｋｖ ＋ ｎ２(ｎ２ － ｓ２)(ｋｖｂ － ｋｖ)]
２ｋｈ(ｎ２ － ｓ２)

－{
ｎ２Ｒ[ － ｋｖｂ ＋ (ｓ２ －１)(ｋｖｂ － ｋｖ)]

４ｋｈｂ(ｓ２ －１) }ꎻ　 Ｆ ＝
ｋｖｂｋｖ

ｋｖｂ － ｋｖ

ｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ
＋ (ｎ２ － ｓ２)Ｒ
４ｋｈｂ(ｓ２ － １)[ ]ꎮ

　 　 至此ꎬ关于 ｕ 和 ｕｂ 的控制方程均已得

到ꎬ即式(１１)和式(１２)ꎮ
由于地基顶面排水ꎬ底面不排水ꎬ可得竖

向边界条件为

　
ｕ(ｚꎬｔ) ＝０ꎬ ｕｂ(ｚꎬｔ)ꎬ　 ｚ ＝０ꎻ

∂ｕ(ｚꎬｔ)
∂ｚ ＝０ꎬ

∂ｕｂ(ｚꎬｔ)
∂ｚ ＝０ꎬ ｚ ＝Ｈ.

ì

î

í

ïï

ïï
(１３)

２　 固结控制方程求解

２. １　 荷载瞬时加载条件下方程求解

　 　 由于在初始时刻土体和桩体没有发生变

形ꎬ将等应变假定代入固结模型平衡方程ꎬ结
合式(５)可得初始条件为

ｕ(ｚꎬ０) ＝ ｎ２

ｎ２ － １
σ(ｚꎬ０) . (１４)

令 ｕ ＝ Ｚ( ｔ)Ｔ( ｔ)ꎬｔｃ 为加载历时ꎬ荷载瞬

时施加时ꎬσ(ｚꎬｔ) ＝ σ( ｚꎬｔｃ) ＝ σｕ(见图 ５)ꎬ

则∂(ｚꎬｔ) / ∂ｔ ＝ ０ꎬ结合式(１２)、式(１４)ꎬ利用

分离变量结合竖向边界条件ꎬ参照文献[１８]
中的方法ꎬ可得解的形式为

图 ５　 瞬时加载情况下复合地基中附加应力

随时间变化图

Ｆｉｇ ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｌｏａｄｉｎｇ
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　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｍ ＝１
Ａｍ[ａｍｓｉｎ(λｍｚ) ＋ ｂｍｃｏｓ(λｍｚ) ＋ ｃｍｓｉｎｈ(ξｍｚ) ＋ ｄｍｃｏｓｈ(ξｍｚ)]ｅ－βｍｔ . (１５)

式中:

ξｍ＝
(Ｃ＋１－βｍＤ)＋ (Ｃ＋１－βｍＤ)２＋４ＡＦβｍ

２Ｆ ꎻ　 　

λｍ＝
－(Ｃ＋１－βｍＤ)＋ (Ｃ＋１－βｍＤ)２＋４ＡＦβｍ

２Ｆ . (１６)

　 　 根据式(１３)中关于 ｕ、ｕｂ 的边界条件ꎬ
结合式(１２)和式(１５)可得:

　 　 ｕｂ(ｚꎬｔ) ＝ ∑
∞

ｍ ＝１
Ａｍ (１ － Ｄβｍ ＋ Ｆλ２

ｍ)[ａｍｓｉｎ(λｍｚ) ＋ ｂｍｃｏｓ(λｍｚ)] ＋{

(１ － Ｄβｍ － Ｆξ２
ｍ)[ｃｍｓｉｎｈ(ξｍｚ) ＋ ｄｍｃｏｓｈ(ξｍｚ)]}ｅ－βｍｔ . (１７)

　 　 ｃｍξｍ(ξ２
ｍ ＋ λ２

ｍ)ｃｏｓｈ(ξｍＨ) ＝ ０. (１８)
ａｍλｍｃｏｓ(λｍＨ) ＝ ０. (１９)
由于 λｍ 和 ａｍ 不能为零(否则解为零

解)ꎬ可知 λｍ ＝Ｍ/ ＨꎬＭ ＝ (２ｍ － １)π / ２(ｍ ＝
１ꎬ２ꎬꎬ)ꎬ将条件带入式(１６)解出 βｍꎬ将式

(１５)、式(１７)结合式(１４)可得最终解:

ｕ ＝
ｎ２σｕ

ｎ２ － １∑
∞

ｍ ＝１

２
Ｍｓｉｎ Ｍ

Ｈｚ( )ｅ－βｍｔ . (２０)

ｕｂ ＝
ｎ２σｕ

ｎ２ － １∑
∞

ｍ ＝１

２
Ｍ １ － Ｄβｍ ＋ Ｆ Ｍ２

Ｈ２( )×[
ｓｉｎ Ｍ

Ｈｚ( )ｅ－βｍｔ ]. (２１)

其中ꎬβｍ ＝
Ｆ Ｍ

Ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋ (Ｃ ＋ １) Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ａ ＋Ｄ Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ꎮ

复合地基的固结度可以定义为

Ｕ( ｔ) ＝
∫Ｈ
０
[ｕ(ｚꎬ０) － ｕ(ｚꎬｔ)]ｄｚ

∫Ｈ
０
ｕ(ｚꎬ０)ｄｚ

＝

１ －
∫Ｈ
０
ｕ(ｚꎬｔ)ｄｚ

∫Ｈ
０
ｕ(ｚꎬ０)ｄｚ

. (２２)

把式(１４)和式(２０)代入式(２２)ꎬ得到瞬

时加载情况下的布袋注浆桩复合地基固结度

解析解:

Ｕ( ｔ) ＝ １ －∑
∞

ｍ ＝１

２
Ｍ２ｅ

－βｍｔ . (２３)

２. ２　 荷载单级施加条件下方程求解

地基内附加应力是一个可以分离的变

量ꎬ外部荷载单级施加且附加应力沿深度呈

梯形分布(见图 ６)ꎬ荷载非瞬时施加时ꎬ在地

基内引起的附加应力为

σ(ｚꎬｔ) ＝
σＴ ＋(σＢ －σＴ)

ｚ
Ｈ[ ] ｔ

ｔｃ
ꎬ　 ｔ < ｔｃꎻ

σＴ ＋(σＢ －σＴ)
ｚ
Ｈꎬ　 ｔ≥ｔｃ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２４)

式中:σＴ 和 σＢ 分别为最大加载值时地基顶

面和底面的附加应力值ꎮ

图 ６　 荷载单级情况复合地基附加应力随时间和

深度变化图

Ｆｉｇ ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｄｅｐｔｈ ｕｎｄｅｒ

ｓｉｎｇｌｅ￣ｓｔａｇｅ ｌｏａｄｓ

对式(１１)两边关于 ｚ 两次求导并结合

式(１２)ꎬ可得关于 ｕ 的微分方程ꎬ参照卢萌

盟等[１０]给出的解答ꎬ由偏微分方程理论和傅

里叶级数法ꎬ可得满足竖向边界条件的微分

方程解的形式为

ｕ ＝ ∑
∞

ｍ ＝１
Ｔｍ( ｔ)ｓｉｎ

Ｍ
Ｈｚ( ) . (２５)

将式(２５)代入关于 ｕ 的微分方程ꎬ利用

傅里叶正交性ꎬ在[０ꎬＨ]上关于 ｚ 积分后结

合式(２４)ꎬ可得:
Ｔ′ｍ( ｔ) ＋ βｍＴｍ( ｔ) ＝Ｑｍ( ｔ) . (２６)
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式中:

Ｑｍ(ｔ)＝

２Ｂ σＴ－(－１)ｍ σＢ －σＴ

Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]

Ｍｔｃ Ａ ＋Ｄ Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

[ ]
ꎬ ｔ < ｔｃꎻ

０ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ≥ｔｃ .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２７)

由初始时刻荷载为零结合式(２５)ꎬ可以

得出满足初始条件 Ｔｍ (０) ＝ ０ 的解ꎬ结合

式(２６)、式(２７)ꎬ代入式(２５)得到地基内平

均超静孔压:

　 　 ｕ ＝

∑
∞

ｍ＝１

２ σＴ － (－ １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]

Ｍｔｃβｍ Ａ ＋Ｄ Ｍ
Ｈ( )

２

[ ]
×(１ － ｅ－βｍｔ) × ｓｉｎ Ｍ

Ｈｚ( )ꎬ　 　 　 ｔ < ｔｃꎻｔ < ｔｃꎻ

Ｂ∑
∞

ｍ＝１

２ σＴ － (－ １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]

Ｍｔｃβｍ Ａ ＋Ｄ Ｍ
Ｈ( )

２

[ ]
×[ｅ－βｍ(ｔ－ｔｃ) － ｅ－βｍｔ]ｓｉｎ Ｍ

Ｈｚ( )ꎬ　 ｔ ≥ ｔｃ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２８)

　 　 本节按应力定义的固结度来求解ꎬ布袋

注浆桩复合地基固结度按应力可定义为任一

时刻土体和布袋组合体内的有效应力和最终

荷载即总应力之比ꎬ即:

Ｕ( ｔ) ＝
∫Ｈ
０
(σ － ｕ)ｄｚ

∫Ｈ
０
σ(ｚꎬ∞ )ｄｚ

. (２９)

式中:σ为布袋和土体组合体中的平均总应力ꎮ
通过联合式(５)、静力平衡方程和等应

变假定可得:

Ｅｚ ＝
(ｎ２ － ｓ２)Ｅｓ ＋ (ｓ２ － １)Ｅｂ

ｎ２ － １
. (３０)

σ ＝ ｎ２σ(ｚꎬｔ) ＋Ｇｕ
ｎ２ － １ ＋Ｇ

. (３１)

式中:Ｅｚ 为布袋和土体组合体的等效压缩模

量ꎬＧ ＝ Ｅｃ / Ｅｚ ＝ (ｎ２ － １) Ｙ / [ ｎ２ － ｓ２ ＋ ( ｓ２ －
１)Ｘ]ꎮ

令 ｔ→∞ꎬ则 ｕ→∞ꎬ由式(１８)可得布袋

和土体组合体内的总应力ꎬ联合式(２９)和式

(３１)ꎬ考虑地基内引起的附加应力以及任一

时刻土体和布袋组合体内的有效应力同总应

力之比ꎬ可得到布袋注浆桩复合地基固结度

的最终解析解为

Ｕ( ｔ) ＝

ｔ
ｔｃ

－ ４Ｂ
σＢ ＋ σＴ

ｎ２ － １
ｎ２ ∑

∞

ｍ ＝１

σＴ － ( － １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]

Ａ ＋ Ｄ Ｍ
Ｈ( )

２
１ － ｅ－βｍｔ

Ｍ２ ｔｃβｍ
ꎬ ｔ < ｔｃꎻ

１ － ４Ｂ
σＢ ＋ σＴ

ｎ２ － １
ｎ２ ∑

∞

ｍ ＝１

σＴ － ( － １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]

Ａ ＋ Ｄ Ｍ
Ｈ( )

２
ｅ－βｍ( ｔ－ｔｃ) － ｅ－βｍｔ

Ｍ２ ｔｃβｍ
ꎬ ｔ ≥ ｔｃ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(３２)

３　 解的验证

笔者根据布袋注浆桩的特性ꎬ采用新的

求解方法及表达形式推导了布袋注浆桩复合

地基在荷载瞬时施加和单级施加情况下的解

析解ꎬ并且采用退化解与已有解的比较来对

解析解的正确性进行验证ꎮ 将常数 Ａ、Ｃ、Ｄ、
Ｆ 代入式(９)可解出 βｍ 的具体表达式为

βｍ ＝
Ｅｓ[ｎ２－ｓ２＋Ｙ＋ (ｓ２－１)Ｘ]

γｗ
×
(ｓ２ － １)ｋｖｂｋｖＳ

Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋ [(ｎ２－１)ｋｖ＋(ｓ２－１)(ｋｖｂ－ｋｖ)]
Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(ｎ２ － １) ２ ＋ (ｎ２ － ｓ２)(ｓ２ － １)Ｌ Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ . (３３)
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式中:

Ｓ ＝
ｒ２ｅＦｃ

２ｋｈ
＋ (ｎ２－ｓ２)Ｒ
４ｋｈｂ(ｓ２ － １)[ ]ꎻＬ ＝

ｒ２ｅＦｃ[ｋｖ＋(ｎ２－ｓ２)(ｋｖｂ－ｋｖ)]
２ｋｈ(ｎ２ － ｓ２)

－
Ｒ[ － ｋｖｂ ＋ (ｓ２ － １)(ｋｖｂ － ｋｖ)]

４ｋｈｂ(ｓ２ － １){ }ꎮ
　 　 令 ｒｂ ＝ ｒｃꎬ即不考虑布袋的影响作用ꎬ此时

ｓ ＝１ꎬｋｖｂ ＝ ｋｖꎬ将其代入到式(３３)可得 βｍ 为

βｍ ＝
Ｅｓｋｖ[ｎ２ － １ ＋ Ｙ]

γｗ(ｎ２ － １)
Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

. (３４)

将 ｓ ＝ １、ｋｖｂ ＝ ｋｖ 代入式(３２)ꎬ可得到固

结度解答退化为

　 　 Ｕ( ｔ) ＝

ｔ
ｔｃ

－ ４
σＢ ＋ σＴ

∑
∞

ｍ ＝１
σＴ － ( － １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]１ － ｅ－βｍｔ

Ｍ２ ｔｃβｍ
ꎬｔ < ｔｃꎻ

１ － ４
σＢ ＋ σＴ

∑
∞

ｍ ＝１
σＴ － ( － １)ｍ σＢ － σＴ

Ｍ
æ
è
ç

ö
ø
÷[ ]ｅ

－βｍ( ｔ－ｔｃ) － ｅ －βｍｔ

Ｍ２ ｔｃβｍ
ꎬｔ ≥ ｔｃ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３５)

　 　 式(３５)与式(３４)即为卢萌盟等[２０] 给出

的单级荷载下附加应力沿深度非均匀分布的

不透水桩复合地基的固结解答ꎮ
令 σＢ ＝ σＴꎬ式(３５)退化为

Ｕ(ｔ) ＝

ｔ
ｔｃ

－∑
∞

ｍ ＝１

２(１－ｅ－ βｍｔ)
Ｍ２ｔｃβｍ

ꎬ ｔ < ｔｃꎻ

１－∑
∞

ｍ ＝１

２[ｅ－βｍ(ｔ－ｔｃ)－ｅ－ βｍｔ]
Ｍ２ｔｃβｍ

ꎬ ｔ ≥ ｔｃ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３６)

式(３４)和式(３６)即为卢萌盟等给出的

单级荷载下附加应力沿深度均匀分布的不透

水桩复合地基的固结解答ꎮ
令 ｔｃ→０ꎬ则式(３６)中 ｔ≥ｔｃ 对应的固结

度解答退化为

Ｕ( ｔ) ＝ １ －∑
∞

ｍ ＝１

２
Ｍ２ｅ

－βｍｔ . (３７)

式(３４)和式(３７)即为卢萌盟等给出的

瞬时荷载下不透水桩复合地基的固结解答ꎮ
也验证了笔者给出的瞬时荷载下布袋注浆桩

复合地基固结解的正确性ꎮ
如果令 ｎ→∞(即 ｒｃ→０)ꎬ假设状体不存

在ꎬ则式(３４)的 βｍ 退化为

βｍ ＝
Ｅｓｋｖ

γｗ

Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ｃｖ
Ｍ
Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

. (３８)

式(３７)和式(３８)即为 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 一维固结

解ꎮ 显然ꎬ经过四重退化(ｒｂ ＝ ｒｃꎬσＢ ＝σＴꎬｔｃ→０
和 ｎ→∞)即可退化为 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 一维固结解ꎮ

４　 复合地基固结特性分析

为分析影响布袋注浆桩复合地基固结的

参数ꎬ对固结解答做进一步探讨ꎬ笔者采用控

制变量法和取特殊值法ꎬ通过函数图形的比

较ꎬ在六种不同参数的工况条件下对固结的

影响进行分析ꎬ以期更为直观地对布袋注浆

桩复合地基固结性状进行研究ꎮ 文中取 Ｈ ＝
２２ ｍꎬｒｃ ＝ ０ ２ ｍꎬ布袋注浆桩复合地基桩间

距为 １ ３ ｍꎬ其余参数见表 １ꎮ

表 １　 参数取值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ

工况 Ｈ / ｒｃ ｎ ｓ ｒｓ / ｒｃ σＴ / σＢ Ｙ Ｘ ｔｃ Ｋｈ / ｋｖ Ｋｈ / ｋｓ Ｋｈｂ / ｋｖｂ

工况一 １１０ ３ ６７２ ６ １ ０５ ３ １ ５０ ０ ５ ０ ２ ４ １

工况二 １１０ ３ ６７２ ５ １ ０５ ３ — ５０ ０ ５ １０ ２ ４ １

工况三 １１０ ３ ６７２ ５ １ ０５ ３ １ ５０ ０ ５ — ２ ４ １

工况四 １１０ ３ ６７２ ５ １ ０５ ３ １ ５０ ０ ５ １００ ２ ４ １

工况五 １１０ ３ ６７２ ５ １ ０５ ３ — ５０ ０ ５ １０ ２ ４ １

工况六 １１０ ３ ６７２ ５ １ ０５ ３ １ ５０ ０ ５ — ２ ４ １
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４. １　 布袋注浆桩复合地基固结度分析

对式(２３) 进行分析ꎬ绘出在瞬时加载

时ꎬ扰动区土体水平渗透系数保持不变情况

下(模式一)ꎬ布袋注浆桩复合地基固结度与

加载时间(Ｕ￣ｌｇｔ)的曲线(工况一)如图 ７ 所

示ꎬ并与 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 天然地基固结解、卢萌盟

等[１０]给出的散体材料桩复合地基和一般不

透水桩复合地基固结解进行地基固结速率的

比较ꎮ 其 中ꎬ 取 布 袋 桩 渗 透 系 数 ｋｖｂ ＝
０ ８６４ ｍ / ｄꎬ土体的渗透系数 ｋｖ ＝ ８ ６４ ×
１０ － ５ｍ / ｄꎬ为了使曲线对比更加直观ꎬ取散体

材料桩的渗透系数 ｋｃ ＝ ０ ８６４ ｍ / ｄꎮ

图 ７　 四种地基形式的固结速率比较

Ｆｉｇ ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｆｏｕｒ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｓ

　 　 由图 ７ 可知ꎬ在桩体压缩模量相同的前

提下ꎬ四者的固结速率:散体材料桩复合地基

的固结速率远大于不透水桩复合地基的固结

速率ꎬ不透水桩复合地基的固结速率远大于

天然地基ꎬ而布袋注浆桩由于布袋的排水作

用ꎬ其复合地基固结速率远大于一般不透水

桩复合地基的固结速率ꎬ模式二和模式三结

果相似ꎮ 但在工程应用中ꎬ布袋注浆桩并不

以加速地基土固结为主要目的ꎬ而是为了提

高地基承载力和减小地基沉降ꎮ
对式(３２)进行分析ꎬ分别取 σＴ / σＢ ＝ ０ꎬ

σＴ / σＢ ＝ ０ ４ꎬσＴ / σＢ ＝ １ꎬσＴ / σＢ ＝ ２ ５ꎬσＴ / σＢ

→∞进行布袋注浆桩复合地基固结度的计

算ꎮ 在荷载单级线性施加时ꎬ模式一情况下

复合地基中附加应力分布形式对固结度的影

响(工况二)如图 ８ 所示ꎮ 从图中曲线可以

看出ꎬ地基固结随着地基顶面和底面的附加

应力比值的增大而加快ꎮ 因为假定排水面设

置在地基表面时ꎬ接近排水面处的附加应力

越大ꎬ地基固结越快ꎮ

图 ８　 附加应力分布形式对固结的影响

Ｆｉｇ ８　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｎ
ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

图 ９ 为扰动区土体水平渗透系数呈模式

二变化时ꎬ加载历时对地基固结的影响(工
况三)ꎮ 从图中可知ꎬ加载历时越长ꎬ荷载施

加得越慢ꎬ固结也就越慢ꎮ

图 ９　 加载历时对固结的影响

Ｆｉｇ ９　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌｏａｄｉｎｇ ｅｌａｐｓｅｄ ｏｎ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

图 １０ 为扰动区土体水平渗透系数呈模

式二变化时ꎬ布袋注浆桩复合地基布袋渗透

系数对地基固结的影响(工况四)ꎬ分别取

ｋｖｂ ＝ ０ ２１６ ｍ / ｄꎬ ｋｖｂ ＝ ０ ４３２ ｍ / ｄꎬ ｋｖｂ ＝
０ ８６４ ｍ / ｄꎬｋｖｂ ＝ １ ２９６ ｍ / ｄꎬｋｖｂ ＝ １ ７２８ ｍ / ｄ
进行计算ꎮ 从图中可以看出ꎬ地基固结速率

随着布袋渗透系数的增大而加快ꎻ当布袋渗

透系数增大到一定程度ꎬ复合地基固结速率

减缓ꎬ此时布袋渗透系数对地基的固结速率

产生的影响很小ꎬ因此在设计布袋注浆桩复

合地基时应合理选择布袋类型ꎮ
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图 １０　 布袋渗透系数对地基固结的影响

Ｆｉｇ １０　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｌｏｔｈ ｂａｇ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｏｎ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

４. ２　 布袋注浆桩复合地基孔压分析

图 １１ 为扰动区土体水平渗透系数呈模

式二变化时ꎬ布袋注浆桩复合地基在单级线

性加载情况下ꎬ某一时刻地基内孔隙水压 Ｕ
沿深度分布曲线(工况五)ꎮ 从图中可以看

出ꎬ地基深部的孔隙水压力明显大于上部水

压力ꎬ且在接近地表排水面处的荷载越大ꎬ地
基内孔隙水压力消散得越快ꎬ在地基深处更

为明显ꎮ

图 １１　 某一时刻地基平均孔压沿深度分布形式

Ｆｉｇ １１　 Ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ａｔ ａ ｃｅｒｔａｉｎ ｔｉｍｅ ｉｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｄｅｐｔｈ

　 　 图 １２ 为扰动区土体水平渗透系数呈模

式二变化时ꎬ布袋注浆桩复合地基在单级线

性加载情况下ꎬ加载历时对地基内平均孔压

消散的影响(工况六)ꎬ分别取 ｔｃ ＝ ０ꎬｔｃ ＝ ５ ｄꎬ
ｔｃ ＝ １０ ｄꎬｔｃ ＝ ２０ ｄꎬｔｃ ＝ ５０ ｄꎬｚ / Ｈ ＝ ０ ５ 进行

复合地基平均孔压计算ꎮ 从图中可以看出ꎬ
当荷载非瞬时施加时ꎬ孔压首先由零逐渐增

大ꎬ当荷载施加到最终荷载时ꎬ孔压也同时达

到最大ꎬ随后开始减小直至孔压最终消散为

零ꎮ 另外随着加载历时增加ꎬ地基内的最大

孔隙水压力值变小ꎬ因此为了减小地基内产

生较大的孔隙水压力而导致的渗流破坏ꎬ可
考虑采用减缓加载速率的方式来使荷载达到

最终值ꎮ

图 １２　 加载历时对地基内平均孔压消散的影响

Ｆｉｇ １２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｌｏａｄｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｎ ａｖｅｒａｇｅ ｐｏｒｅ
ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

５　 结　 论

(１)在计算条件相同的情况下ꎬ散体材料

桩复合地基的固结速率大于布袋注浆桩复合

地基固结速率ꎬ布袋注浆桩复合地基固结速率

大于不透水桩复合地基的固结速率ꎬ不透水桩

复合地基的固结速率远大于天然地基ꎮ
(２)地基固结随着地基顶面和底面的附

加应力比值的增大而加快ꎬ且接近地表的附

加应力越大ꎬ固结越快ꎮ
(３)加载历时对地基固结的影响较大ꎬ

加载历时越长ꎬ荷载施加得越慢ꎬ固结也越

慢ꎻ外部荷载瞬时施加ꎬ此时地基固结最快ꎬ
然而加载历时越久ꎬ地基内的最大孔隙水压

力值越小ꎮ
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