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一种拟合三维复杂螺旋刀具轨迹
ＮＵＲＢＳ 插值逼近方法

邓华波ꎬ王玮琪ꎬ梁务宇ꎬ刘思远

(沈阳建筑大学机械工程学院ꎬ辽宁 沈阳 １１０１６８)

摘　 要 目的 提出一种基于非均匀有理 Ｂ 样条拟合的空间螺旋刀具路径整体插值逼

近方法ꎬ解决曲面弧度急变产生的刀具路径插值拟合误差较大的问题ꎮ 方法 通过解

析几何特征ꎬ找出拟合误差较大的型值点ꎬ在合适位置插入适量的虚拟数据点ꎬ计算

插入数据点后的曲线拟合误差ꎬ并与误差期望值进行比较ꎬ若不满足期望误差值则继

续插入虚拟数据点ꎮ 结果 拟合得到的空间曲线逐渐逼近原始型值点ꎬ拟合误差符合

工况要求ꎬ计算量较小ꎮ 结论 笔者所提方法以较少计算量拟合曲线ꎬ能准确表达刀

具路径的参数ꎬ适用于曲率急变的空间曲线或曲面拟合的刀具轨迹规划工作ꎮ
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　 　 航空、航天、航海领域中所用的叶轮叶片

的加工要求加工精度高、加工表面光顺等特点

以实现设备行驶过程中的噪声减小[１ － ２]ꎬ但由

于此类零件形状通过空气动力学等复杂公式

计算得到ꎬ零件表面极为复杂ꎬ一旦其数控加

工刀具路径规划不合理ꎬ将导致机床加工出的

零件误差较大、表面不光滑ꎮ 因此ꎬ很多学者

在上位机进行数控加工轨迹的规划及刀具速

度、刀轴矢量的优化[３ － ４]ꎬ然后后处理生成 Ｇ
代码或采用 ＮＵＲＢＳ 插补器加工ꎬ进而解决加

工时的加工精度和表面光顺问题ꎮ 也有学者

通过对曲面拟合的方式求解复杂曲面数控加

工的刀具路径规划问题ꎬ在曲面造型中拟合精

度要求较高[５ － ６]ꎬ精加工叶片时生成的刀具路

径是的空间螺旋曲线ꎬ加工时无退刀、无抬刀、
省时[７]ꎮ 以往学者大多在平面上进行曲线拟

合[８ － １０]ꎬ而空间复杂螺旋曲线投影至平面会

产生变形导致拟合结果较差ꎬ从而影响刀具路

径规划效果ꎮ 故笔者在数控加工路径规划中

直接对复杂空间螺旋曲线进行三维空间拟合ꎮ
空间曲线拟合方法中一般通过最小二乘

法[１１ － １３]选择部分数据点经过插值反求得到

拟合曲线并计算拟合误差ꎬ若拟合精度没达

到要求ꎬ则增加数据点的数量重新插值并计

算拟合误差ꎬ直到达到拟合误差要求为止ꎮ
很多学者采用遗传算法、粒子群算法等对曲

线最小二乘法逼近拟合进行优化[１４ － １５]ꎬ但在

空间中ꎬ逼近算法容易陷入局部最优解ꎬ导致

运算量庞大[１６ － １７]ꎮ Ｓ. Ｔｕｌｓｙａｎ 等[１８] 提出了

一种拼接方法ꎬ将相邻的线性导轨段之间插

值同步的五次 Ｂ 样条用来平滑刀轴矢量位

置和方向ꎮ 该方法中ꎬ公式参数的连续性对

曲线的连续性有很大的影响ꎬ拼接后需要降

阶ꎬ并且五次 Ｂ 样条的公式过于复杂ꎬ计算

基函数时计算量大ꎬ且 Ｂ 样条在描述非抛物

线时 会 产 生 一 定 的 误 差ꎮ ＳＨＥＮ Ｌｉｙｏｎｇ

等[１９]给出了一种利用三次 Ｂｅｚｉｅｒ 样条曲线

在给定参数区间逼近的方法ꎬ由于 Ｂｅｚｉｅｒ 样
条灵活特性ꎬ改动一个控制点ꎬ全部控制点会

发生变化ꎬ会导致在误差计算时的计算量大ꎬ
效率低ꎮ ＮＵＲＢＳ 技术是目前国际标准组织

( ＩＳＯ)规定的表示自由型曲线曲面的唯一国

际标准ꎮ 工程中一般使用 Ｃ２ 连续的三次

ＮＵＲＢＳ 曲线进行拟合ꎬ拟合结果光顺、计算

量小、计算快、精度高ꎮ 但 Ｃ２ 连续的三次样

条曲线在光顺时使一些数据点程度不同的偏

离原始位置ꎬ 有时会出现超出规定的误

差[２０]ꎮ ＬＩＵ Ｊｉｙｕａｎ [２１] 采用调整权因子的方

式来改变局部曲线形状ꎬ但在空间复杂螺旋

曲线插值拟合过程中误差较大点处调整的效

果不明显ꎬ并且权因子的调整要通过计算拟

合曲线与原始数据点的最短距离ꎬ计算量庞

大ꎬ且权因子的调节规律性不强ꎮ 全局插值

法虽然使拟合后的曲线尽可能穿过原始数据

点ꎬ但仍有部分拟合误差较大ꎮ 由于全局逼

近或其他方法拟合后的曲线穿过原始数据点

的数量不如全局插值拟合方法多ꎬ但全局插

值在部分点的拟合误差较大无法达到工况要

求的拟合精度ꎮ 由于 ＮＵＲＢＳ 曲线的局部可

调性ꎬ笔者提出一种基于非均匀有理 Ｂ 样条

拟合的空间螺旋刀具路径整体插值逼近方

法ꎬ通过插入虚拟数据点ꎬ并计算插入数据点

后的曲线扎人合误差ꎬ拟合后的曲线仅用一

个公式对空间复杂螺旋轨迹进行表达ꎬ为优

化刀具的进给速度或刀轴矢量提供数学表达

式ꎬ拟合误差能达到精加工的要求、误差变化

幅度明显减小情况下ꎬ计算量较小ꎮ

１ 　 空间螺旋刀具路径的三次

ＮＵＲＢＳ 曲线拟合

１. １　 ＮＵＲＢＳ 曲线表示与节点计算

三维空间的 ＮＵＲＢＳ 曲线定义为对于给
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定的控制点 ｄｉ ＝ [ ｘｉ 　 ｙｉ 　 ｚｉ ] 及其权因子

ωｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｎ)ꎬ 其 带 权 控 制 点 Ｄｉ ＝
[ωｉｄｉ 　 ωｉ] ＝ [ωｉｘｉ 　 ωｉｙｉ 　 ωｉｚｉ 　 ωｉ]ꎬ定义

一条四维的 ｋ 次非有理 Ｂ 样条曲线 Ｐ(ｕ)ꎬ
取它在第四坐标 ω ＝ １ 的超平面上的中心投

影ꎬ能够得到三维空间的一条 ｋ 次 ＮＵＲＢＳ
曲线ｐ(ｕ)ꎮ 步骤如下:

(１)确定所给控制顶点 ｄｉ ＝ [ｘｉ 　 ｙｉ 　 ｚｉ]
的带权控制点Ｄｉ ＝ [ωｉｄｉ 　 ωｉ]＝ [ωｉｘｉ 　 ωｉｙｉ 　
ωｉｚｉ 　 ωｉ]ꎮ

(２)定义一条四维 ｋ 次非有理 Ｂ 样条

曲线ꎮ

Ｐ(ｕ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝０
ＤｉＮｉꎬｋ(ｕ) . (１)

(３)将其投影到 ω ＝ １ 超平面上并获得

一条 ｋ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线 ｐ(ｕ)ꎮ

ｐ(ｕ) ＝
∑

ｎ

ｉ ＝０
ωｉｄｉＮｉꎬｋ(ｕ)

∑
ｎ

ｉ ＝０
ωｉＮｉꎬｋ(ｕ)

ꎬ０ ≤ ｕ ≤１ . (２)

其中ꎬＮｉꎬｋ(ｕ)为由节点矢量ꎮ
Ｕ ＝ [ ｕ０ꎬ ｕ１ꎬ ꎬ ｕｎ ＋ ｋꎬ ｕｎ ＋ ｋ ＋ １ ]ꎬ 为 按

ｄｅ Ｂｏｏｒ￣Ｃｏｘ 递推公式决定的 ｋ 次规范 Ｂ 样

条基函数ꎮ
当 ｋ ＝ ０ 时ꎬ

Ｎｉꎬ０(ｕ) ＝
１ꎬ ｕｉ≤ｕ≤ｕｉ ＋ １ꎻ

０ꎬ 其他. 　 　 　{ (３)

当 ｋ∈[１ꎬ ＋ ∞ )时ꎬ

Ｎｉꎬｋ(ｕ) ＝
ｕ － ｕｉ

ｕｉ ＋ ｋ － ｕｉ
Ｎｉꎬｋ － １(ｕ) ＋

ｕｉ ＋ ｋ ＋ １ － ｕ
ｕｉ ＋ ｋ ＋ １ － ｕｉ ＋ １

Ｎｉ ＋ １ꎬｋ － １(ｕ) . (４)

通过对型值点的参数化得到节点矢量ꎮ
ＮＵＲＢＳ 曲线一般采用弦长参数化法效果较

好ꎬ其中福利参数化法下生成的插值曲线显

现出最好的光顺性ꎬ拟合误差较小ꎮ 其计算

公式为

ｕ０ ＝ ０ꎬ

ｕｉ ＝ ｕｉ － １ ＋ ｋｉ ｜Δｑｉ － １
｜ ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.{ (５)

其 中ꎬ ｋｉ ＝ １ ＋ ３
２ [

｜Δｑｉ － ２
｜ θｉ － １

｜Δｑｉ － ２
｜ ＋ ｜Δｑｉ － １

｜ ＋

｜Δｑｉ ｜ θｉ

｜Δｑｉ － １
｜ ＋ ｜Δｑｉ ｜

]ꎬθｉ ＝ ｍｉｎ(π － ∠ｑｉ － １ ｑｉｑｉ ＋ １ꎬ

π
２ )ꎬ ｜Δｑ － １

｜ ＝ ｜Δｑｎ ｜ ＝ ０ꎬΔｑｉ ＝ ｑｉ ＋ １ － ｑｉꎮ

规范化使节点矢量在[０ꎬ１]内ꎬ进而得

到(ｕ０ ＝＝ ｕｋ ＝０ꎬｕｋ ＋１ꎬꎬｕｎ ＋ ｋ ＝＝ ｕｎ ＋２ｋ ＝
１)节点矢量ꎮ
１. ２　 边界条件定义

由于节点矢量中存在重复的节点[１９]ꎬ会
导致首(末)顶点和首(末)数据点重合ꎬ首末

端点处的条件不足ꎮ 因此ꎬ需要增加由边界

条件确定的附加方程求出带权控制顶点 Ｄｉꎬ
然后将带权控制顶点在 ω ＝ １ 的超平面上进

行 投 影ꎬ 得 到 待 求 控 制 顶 点 ｄｉꎮ 当

ωｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬꎬｎ)都为 １ 时ꎬ非均匀有理 Ｂ 样

条曲线就转化为非均匀 Ｂ 样条曲线ꎮ 因此

只要定义非均匀 Ｂ 样条的边界条件亦可求

出非均匀有理 Ｂ 样条曲线的边界条件方程ꎮ
采用连续的 Ｃ２ 三次 ＮＵＲＢＳ 曲线对空间螺

旋曲线进行拟合ꎬ要求曲率均匀变化ꎬ首末端

点采用抛物线条件ꎬ有二阶导且为实数ꎮ
首端点抛物条件:

ｂ１ ＝ １ －
Δ３Δ４

(Δ３ ＋ Δ４) ２ꎬ

ｃ１ ＝
Δ３

Δ３ ＋ Δ４
(

Δ４

Δ３ ＋ Δ４
－

Δ３

Δ３ ＋ Δ４ ＋ Δ５
)ꎬ

ａ１ ＝
(Δ３) ２

(Δ３ ＋ Δ４) ＋ (Δ３ ＋ Δ４ ＋ Δ５)
ꎬ

ｅ１ ＝ １
３ (ｑ０ ＋ ２ｑ１) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(６)

末端点抛物条件:

ｃｎ ＋１ ＝ －
(Δｎ ＋１)２

(Δｎ ＋１ ＋Δｎ) ＋(Δｎ －１ ＋Δｎ ＋Δｎ ＋１)
ꎬ

ａｎ ＋１ ＝
Δｎ ＋１

Δｎ ＋１＋Δｎ
(

Δｎ ＋１

Δｎ －１＋Δｎ ＋１＋Δｎ
－

Δｎ

Δｎ ＋１ ＋Δｎ
)ꎬ

ｂｎ ＋１ ＝
Δｎ ＋１Δｎ

(Δｎ ＋Δｎ ＋１)２ －１ꎬ

ｅｎ ＋１ ＝ － １
３ (ｑｎ －１ ＋２ｑｎ －２).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(７)
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１. ３　 控制顶点求解

通过式(１)对 ３ 次非有理 Ｂ 样条曲线的

定义ꎬ可知当 ωｉ 都为 １ 时ꎬＮＵＲＢＳ 曲线即为

３ 次非均匀 Ｂ 样条曲线ꎮ
根据反算 Ｃ２ 连续的三次 Ｂ 样条插值曲

线的控制顶点矩阵方程:
ｂ１ ｃ１ ａ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

⋱ ⋱ ⋱
ａｎ ｂｎ ｃｎ

ｃｎ ＋ １ ａｎ ＋ １ ｂｎ ＋ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｄ１

ｄ２

⋮
ｄｎ

ｄｎ ＋ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

ｅ１

ｅ２

⋮
ｅｎ

ｅｎ ＋ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

. (８)

其中ꎬａｉ ＝
(Δｉ ＋２)２

Δｉ ＋Δｉ ＋１ ＋Δｉ ＋２
ꎬｂｉ ＝

Δｉ ＋２(Δｉ ＋Δｉ ＋１)
Δｉ ＋Δｉ ＋１ ＋Δｉ ＋２

＋

Δｉ ＋１(Δｉ ＋２ ＋Δｉ ＋３)
Δｉ ＋１ ＋Δｉ ＋２ ＋Δｉ ＋３

ꎬｃｉ ＝
(Δｉ ＋１)２

Δｉ ＋１ ＋Δｉ ＋２ ＋Δｉ ＋３
ꎬ ｅｉ ＝

(Δｉ ＋Δｉ ＋２)ｑｉ －１ꎬｉ ＝２ꎬꎬｎꎮ
曲线首端点与第一个型值点重合ꎬ末端

点与最后一个型值点重合 ｑ０ ＝ ｄ０ꎬｑｎ ＝ ｄｎ ＋ ２ꎮ
矩阵方程(８)中首行的元素 ｂ１、ｃ１、ａ１ 与 ｅ１

表示首端点边界条件ꎮ 末行的 ｂｎ ＋ １、 ｃｎ ＋ １、
ａｎ ＋ １与 ｅｎ ＋ １表示末端点边界条件ꎮ

采用追赶法解方程(８)ꎬ求出全部控制

顶点 ｄｉꎬ对于非均匀有理 Ｂ 样条ꎬ只需将方

程(８) 中的 ｄｉ 改成带权的控制顶点 Ｄｉ ＝
[ωｉｄｉ 　 ωｉ]ꎬ再投影到 ω ＝ １ 超平面上ꎬ即用

ωｉｄｉ 除以 ωｉ 就得到控制顶点 ｄｉꎮ
１. ４　 拟合误差计算

原数据点到空间曲线的最短距离为曲线

拟合误差ꎬ通过设定允许误差界 εꎬ若得到的

拟合曲线最大误差在允许的误差界 ε 内ꎬ则
可作为最终曲线使用ꎮ 求解曲线的最大拟合

误差ꎬ一般通过曲线 ｐ(ｕ)到型值点 ｑｉ 的距

离ꎬ取得 ｑｉ 到曲线点最短距离ꎮ 豪斯多夫距

离是曲线拟合偏差检查通常检查最大范数距

离ꎬ其公式:
ｍａｘ
０≤ｉ≤ｎ

( ｍｉｎ
０≤ｕ≤１

( ｜ ｑｉ － ｐ(ｕ) ｜ )) . (９)

其中ꎬｑｉ 为原始型值点ꎻｐ(ｕ)为拟合得到的

曲线上的点ꎮ 实际拟合过程中ꎬ型值点 ｑｉ 到

拟合曲线 ｐ(ｕ)的最短距离可通过二分法快

速得到一个允许误差范围的近似解ꎮ

２　 插值逼近拟合方法的求解

２. １　 拟合方法的求解流程

笔者综合运用插值、逼近算法实现曲线

拟合算式的求解ꎬ插值逼近拟合方法的算法

流程如图 １ 所示ꎮ 通过导入数据点即原始数

据点ꎬ选择曲线曲率变化较大处的特征点

ｑｍꎮ 确定特征的位置点 ｑｍ 和要插入的虚拟

数据点的数量和位置ꎮ 插入虚拟数据点后ꎬ
对所有点进行 ＮＵＲＢＳ 全局插值ꎬ对 ｕ 在区

间[ｍ ＋ ２ － ｒꎬｍ ＋ ４ ＋ ｒ]的曲线采用式(９)进
行拟合误差计算ꎬ采用二分法计算ꎮ 当计算

得到的拟合误差大于指定误差时ꎬ停止对剩

余曲线误差的计算ꎬ进入下一步增加虚拟数

据点的插入数量ꎮ

图 １　 插值逼近方法求解流程

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｏｆ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

插入虚拟数据点后ꎬ再对所有点进行
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ＮＵＲＢＳ 全局插值ꎬ对 ｕ 在区间(其中 ｒ 为特

征点两侧各选取的原始型值点数量)ꎬ曲线

采用式(８)进行拟合误差计算ꎬ采用二分法

或牛顿迭代法计算ꎮ 当计算得到的拟合误差

大于指定误差时ꎬ停止对剩余曲线误差的计

算ꎬ继续增加虚拟数据点的插入数量 ｇꎮ 然

后重复计算过程ꎬ直至计算得到的拟合误差

全者小于指定误差为止ꎮ

２. ２　 寻找特征点

在复杂曲面刀具路径生成过程中ꎬ常采

用导入原始型值点ꎬ同时考虑曲线的挠率和

曲率ꎮ 为避免计算时受空间维度限制ꎬ曲线

可看成由连续原始数据点 ｑｉ、ｑｉ － １、ｑｉ ＋ １ 所在

平面上的弧线组成ꎬ根据圆弧估算法求离散

曲率 κｉ 的公式[１６]:

κｉ ＝
２ｓｉｎ(∠ｑｉ － １ｑｉｑｉ ＋ １)

｜ ｑｉ － １ｑｉ ＋ １ ｜
. (１０)

其中ꎬ 夹 角 ∠ｑｉ － １ ｑｉｑｉ ＋ １ 的 区 间 为 [ ９０°ꎬ
１８０°]ꎬ ｜ ｑｉ － １ｑｉ ＋ １ ｜为弧线的弦长ꎮ

正弦函数 ｓｉｎ (∠ｑｉ － １ ｑｉｑｉ ＋ １ ) 在 [ ９０°ꎬ
１８０°]内单调递减ꎬ为方便计算可视为与夹

角角度∠ｑｉ － １ ｑｉｑｉ ＋ １ 成反比ꎮ 因此ꎬ结合式

(１０)可知曲率半径、夹角角度∠ｑｉ － １ｑｉｑｉ ＋ １和

弦长 ｜ ｑｉ － １ｑｉ ＋ １ ｜成正比ꎮ 通过观察发现ꎬ在刀

具路径弯曲程度改变较大时ꎬ弦长和夹角通

常同时增大或减小ꎮ 因此ꎬ在寻找特征点的

过程中ꎬ仅需寻找夹角角度变化和弦长这两

个自变量变化均较大的数据点即可ꎬ即计算

弦长之差的变化量‖ｑｉ ＋１ｑｉ ＋３ ｜ － ｜ｑｉｑｉ ＋２‖与夹

角角度之差变化量 ｜ ∠ｑｉ ＋ １ｑｉ ＋ ２ｑｉ ＋ ３ － ∠ｑｉｑｉ ＋ １

ｑｉ ＋ ２ ｜的乘积 Ａｍ ＋ １ꎮ
Ａｍ ＋ １ ＝‖ｑｉ ＋ １ｑｉ ＋ ３ ｜ － ｜ ｑｉｑｉ ＋ ２‖ × ｜∠ｑｉ ＋ １

ｑｉ ＋ ２ｑｉ ＋ ３ －∠ｑｉｑｉ ＋ １ｑｉ ＋ ２ ｜ . (１１)
其中ꎬ ｜ ∠ｑｉ ＋ １ ｑｉ ＋ ２ ｑｉ ＋ ３ － ∠ｑｉｑｉ ＋ １ ｑｉ ＋ ２ ｜ 为 ｑｉ、
ｑｉ ＋ ２小线段和 ｑｉ ＋ １、ｑｉ ＋ ３ 小线段的夹角与 ｑｉ、
ｑｉ ＋ １小线段和 ｑｉ ＋ １、ｑｉ ＋ １小线段夹角之差的绝

对值ꎬ单位为 ｒａｄꎻ‖ｑｉ ＋ １ ｑｉ ＋ ３ ｜ － ｜ ｑｉｑｉ ＋ ２ ‖为

弦长之差的绝对值ꎬｍｍꎻｍ 的取值为 １ꎬ
２ꎬꎬｎ － ２ꎻ ｜ ｑｉ ＋ １ｑｉ ＋ ３ ｜为 ｑｉ ＋ ３到 ｑｉ ＋ １弧线的弦

长ꎻ ｜ ｑｉｑｉ ＋ ２ ｜为 ｑｉ ＋ ２到 ｑｉ 弧线的弦长ꎻ乘积 Ａ
可看成以两个夹角角度之差为弧度并且以弦

长之差为半径的弧长ꎬ其单位为 ｍｍꎮ 可根

据乘积 Ａ 简单判断曲线曲率半径变化大小ꎬ
Ａ 越大ꎬ曲线弯曲程度变化越大ꎬ进而导致曲

线拟合误差越大ꎮ 计算 Ａ 的平均值ꎬ将 Ａ 中

大于平均值所对应的 ｍ 值找出ꎬ如图 ２ 所

示ꎬ其中 ｍ 为初始数据点序列号ꎮ

图 ２　 Ａ 与 ｍ 值的关系图

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ Ａ ａｎｄ ｍ

２. ３　 虚拟数据点插入

将虚拟型值点添加在相邻两个原始型值

点之间的直线上ꎬ在特征点 ｑｍ 两侧各选取原

始型值点数为 ｒꎮ 在特征点 ｑｍ 前后先各加 ０
个虚拟型值点ꎮ 通过计算分析当特征点两侧

所选择的原始型值点的数量小于等于 ３ 时ꎬ
插入虚拟型值点的位置在相邻两原始型值点

线段上ꎬ距离前一点的 ５ / ８ 处拟合误差较小ꎬ
如图 ３ 中 ｑｍ － １ 与 ｑｍ 之间线段上距离 ｑｍ 点

５ / ８ 处的点 Ｊꎮ 当添加虚拟型值点前后各添

加点数大于 ３ 时ꎬ根据计算在相邻两原始型

值点线段中点位置添加虚拟数据点ꎬ拟合后

的最大误差相较其他位置最小ꎮ

图 ３　 虚拟数据点添加位置

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ａｄｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｖｉｒｔｕａｌ ｄａｔａ ｐｏｉｎｔ
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　 　 若拟合误差小于指定误差ꎬ 则确定

ＮＵＲＢＳ 曲线公式符合工况要求ꎮ 若大于指

定误差ꎬ则将添加型值点的个数前后各增加

１ꎬ在原始型值点 ｑｍ 前后先各插入 １ 个虚拟

型值点ꎬ图 ３ 中 Ｊ 点和 Ｋ 点ꎮ 若大于指定误

差ꎬ插入图 ３ 中的 Ｈ、Ｌ 点ꎮ 本次添加的虚拟

型值点位置在图 ３ 中的 Ｈ、Ｊ、Ｋ、Ｌ 点ꎬ拟合后

计算与原始型值点的最短距离中的最大值与

指定误差比较ꎬ若大于指定误差则继续增加

型值点个数ꎬ即图 ３ 中的 Ｇ、Ｈ、Ｊ、Ｋ、Ｌ、Ｍꎮ
当添加虚拟型值点前后各添加点数大于 ３
时ꎬ根据计算在相邻两点线段中点位置添加

型值点ꎬ拟合后的最大误差相较其他位置最

小ꎮ 因此ꎬ当添加虚拟型值点前后各添加点

数大于 ３ 时ꎬ添加型值点的位置变为相邻两

点线段中点位置ꎮ 通过不断添加虚拟型值

点ꎬ并计算相应的拟合误差ꎮ 以上为插入虚

拟型值点总数 ｇ 小于 ｎ 时的情况ꎮ
当曲线最大拟合误差大于指定误差 ε 且

插入虚拟型值点总数 ｇ 等于 ｎ × ｔ 时ꎬｈ 值增

加 １ꎬ当本次拟合误差大于指定误差时ꎬ执行

步数为 ｈ ＋１ 步ꎬ重复上述过程ꎬ并以此类推ꎮ
２. ４　 拟合误差计算

根据式(９)得到拟合误差计算公式:
ｍａｘ
０≤ｉ≤ｎ

( ｍｉｎ
ｍ ＋ ２ － ｒ≤ｕ≤ｍ ＋ ４ ＋ ｒ

｜ ｑｉ － ｐ(ｕ) ｜ )≤ε. (１２)

其中ꎬε 为指定误差ꎮ 通过二分法或牛顿迭

代法快速计算插入虚拟型值点部分的曲线 ｕ
的范围为[ｍ ＋ ２ － ｒꎬｍ ＋ ４ ＋ ｒ]上的拟合点与

原始型值点之间的最短直线距离得到一个允

许误差范围的近似解ꎬｍ 按从小到大的顺序

取ꎬ只要有一个 ｍ 所在区间的拟合误差值大

于指定误差 Ｃ２ 就停止拟合误差的计算ꎬ进入

下一步ꎮ 若区间上所有曲线最大拟合误差小

于或等于指定误差 εꎬ则得到所求 ＮＵＲＢＳ 曲

线公式ꎮ

３　 局部逼近拟合方法算法算例

３. １　 插值逼近方法算例

算例采用如图 ４ 所示的叶片模型ꎬ其工

件坐标系下刀具路径的刀位点为笔者算例的

数据点ꎮ 叶轮毛坯直径为 １００ ｍｍꎬ选用球头

铣刀ꎬ采用叶片精加工驱动方法ꎬ切削模式选

用螺旋铣削模式ꎮ 行距参数采用等高残留法

并设置 ０ ２ ｍｍ 的残留高度ꎬ设置加工时内

外公差均为 ０ ０２ ｍｍꎬ通过 ＵＧ 软件实现刀

具路径的初步规划如图 ４ 所示ꎮ

图 ４　 刀具路径

Ｆｉｇ ４　 Ｔｈｅ ｔｏｏｌ ｐａｔｈ

将工件坐标系下的刀具路径导出ꎬ文件

格式为 ＣＬＳꎮ 刀具路径文件数据中ꎬ前三列

为刀位点数据ꎬ分别对应工件坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ
轴ꎮ 算例生成的刀具路径共 ２ ６３７ 个数据

点ꎮ 精 加 工 叶 轮 叶 片 允 许 误 差 设 为

０ ０２ ｍｍꎬ拟合误差为加工误差的 １ / ５ 时对

叶轮叶片加工影响较小ꎬ故算例设定 ＮＵＲＢＳ
拟合最大误差为 ４ μｍꎮ

导入数据点ꎬ通过式 (１１) 计算乘积 Ａ
值ꎬｍ 为刀具路径文件中的刀位点序列号ꎮ
Ａ与ｍ关系如图 ５ 所示 ꎮ计算乘积 Ａ的平

图 ５　 算例中 Ａ 与 ｍ 值的关系图

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ Ａ ａｎｄ ｍ
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均值ꎬ并找出大于乘积 Ａ 平均值的对应点分

别为第 ｍ 个ꎮ
超过 Ａ 平均值所对应的 ｍ 值有 ３４３ 个ꎮ

按局部逼近拟合方法步骤在 ｑｍ 前后各插入

０ 个虚拟型值点ꎬ此时为全局插值拟合ꎬ此时

计算通过式(９)计算曲线拟合误差ꎬ可得到

最大拟合误差为 ０ ０２５ ０ ｍｍꎬ拟合误差大于

４ μｍꎬ则根据插值逼近法流程添加插入虚拟

型值点的个数并根据式(１１)计算相应曲线

段的拟合误差ꎮ 当 ｒ 为 ３ 时得到刀具路径曲

线拟合误差ꎬ如图 ６ 所示ꎮ

图 ６　 插值逼近法拟合误差

Ｆｉｇ ６　 Ｔｈｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

３. ２　 两种方法拟合误差参数对比

通过全局插值方法拟合曲线ꎬ并采用式

(９)计算得到 ２ ６３７ 个数据点拟合后误差ꎬ全
局插值方法拟合误差如图 ７ 所示ꎮ

图 ７　 全局插值拟合方法拟合误差

Ｆｉｇ ７　 Ｔｈｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｉｔｔｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄ

将插值逼近的拟合误差结果如图 ６ 所

示ꎬ对比两种拟合方法的最大误差、控制顶点

以及方差(见表 １)ꎮ

表 １　 两种方法拟合 ２ ６３７ 个数据点后曲线参数对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｕｒｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｆｔｅｒ

ｆｉｔｔｉｎｇ ２ ６３７ ｄａｔａ ｐｏｉｎｔｓ ｂｙ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

方法
最大误

差 / ｍｍ

控制顶

点数 / 个
方差 / １０ － ８

全局插值法 ０ ０２５ ０ ２ ６３９ １０５ １７

插值逼近法 ０ ００３ ９８ ３ ６０９ ５ ３２２ ３

　 　 对两种方法拟合后的误差、控制顶点数

以及方差进行比较ꎬ在提供数据点相同的情

况下ꎬ笔者方法的最大误差和方差远小于全

局插值方法ꎮ 当要求最大拟合误差达到

４ μｍ以下时ꎬ采用最小二乘法在拟合时需要

重复计算整段曲线的拟合误差ꎬ而笔者方法

仅需重复计算部分曲线段的拟合误差ꎬ且需

要计算拟合误差的曲线段长度小于整体曲线

段的 ３６ ７％ ꎬ并且拟合得到的曲线穿过大部

分的型值点ꎬ在 Ｃ２ 参数连续的情况下ꎬ能够

更准确的表达刀具路径的特点ꎮ

４　 结　 论

(１)采用笔者方法对空间复杂螺旋曲线

拟合ꎬ得到了拟合轨迹既符合 Ｃ２ 连续的三次

ＮＵＲＢＳ 曲线光顺的条件ꎬ最大拟合误差也达

到了精密加工的工况要求ꎬ并且仅用一个公

式表达出空间螺旋刀具路径ꎮ
(２)三次ＮＵＲＢＳ 曲线连续性好ꎬ拟合后曲

线最大拟合误差比采用原始全局插值方法拟合

后的误差要低ꎬ且拟合误差的波动范围减小ꎮ
(３)与最小二乘法对比ꎬ笔者方法在计

算拟合后曲线的拟合误差方面的计算量小ꎬ
得出曲线穿过大部分的数据点ꎬ能够更准确

地表达刀具路径的形状特点ꎬ在零件加工时

保证刀具路径参数的准确性ꎮ
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