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摘　 要 目的 研究单轴惯性振动机过共振区的振动振幅在起动和停车过程中的变化

规律ꎬ确定振动系统在振动过程中的共振时的最大振幅ꎬ解决具有三自由度的振动机

起停过程的偏心块转动量、振动机位移与速度变量随时间的变化问题. 方法 以振动

力学为基础ꎬ对单轴惯性振动机在过渡过程中ꎬ建立振动系统动力学模型ꎬ采用将龙

格￣库塔法数值积分方法和解析法相结合的方法ꎬ对惯性振动机起动与停车过程中的

偏心块角速度、主振动方向位移和速度变化进行编制程序. 结果 在起振过程中的共

振时的理论幅值与实测共振幅值相差 ０􀆰 ０００ ４４ ｍꎬ在停车过程中系统共振时的幅值

与实测共振时的幅值相差为 ０􀆰 ０００ ５ ｍꎬ理论分析结果与实测结果十分接近. 结论 对

单轴惯性振动系统建立的理论推导与实际工作状况符合ꎬ可为惯性振动系统共振中

振幅研究提供有效的理论依据.
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　 　 振动筛普遍应用于工业部门的机械设

备ꎬ其工作原理涉及振动等力学领域ꎬ在冶金

等领域大量应用. 振动机在过渡过程期间ꎬ由
于要过共振区时ꎬ当激振频率与固有频率相

同时ꎬ此时振幅的幅值会比正常工作时候的

幅值远远高出ꎬ关于这方面的研究ꎬ目前国内

许多学者对共振理论进行了大量研究ꎬ并为

减小过共振区的振幅的幅值的变化问题提出

理论和解决措施[１ － ３] . 顾大卫ꎬ闻邦椿等[４ － ７]

以实验测试方法绘制了单轴惯性振动机的响

应曲线ꎬ并给出了求解摩擦阻矩求法和阻力

系数的近似表达式. 胡广深等[８] 提出了非周

期性激振力振动系统响应的杜哈梅积分求解

方法以及在振动筛在起动和停车过程的减振

问题中通过实测结果给出振幅的变化范围ꎬ
提出有效控制方法和实测起动过程摩擦阻力

矩的近似表达式. 文献[９ － １７]对振动筛进

行了大量的实验和参数分析ꎬ研究结果为振

动筛 的 工 程 应 用 提 供 参 考. 李 叶[１８]ꎬ 邱

明[１９]ꎬ侯祥林[２０] 对振动过程进行研究分析

以及对相应的参数的动态变化对振幅的影

响ꎬ与实测结果相符.
基于此ꎬ笔者以结构动力学分析为基础ꎬ

根据振动力学以及数值分析列出方程并进行

数值求解ꎬ 分析惯性振动系统在振动过

程中的瞬态变化ꎬ得出振幅在起停过程中的

幅值的变化情况. 对单轴惯性振动系统建立

的理论推导与实际工作状况符合ꎬ为惯性

振动系统共振中振幅研究提供有效的理论

依据.

１　 惯性式振动机过渡过程动力

学分析

１􀆰 １　 单轴惯性振动机振动方程

(１)力学模型

单轴惯性振动机力学模型如图 １ 所示ꎬ
振动机质量为 Ｍꎬ偏心块转动中心为 Ｏꎬ偏心

块质量为 ｍꎬ阻尼系数为 ｆｘꎬ ｆｙꎬ刚度系数为

ｋｘꎬｋｙ . 它是 ３ 自由度振动问题ꎬｘꎬｙꎬφ 分别为

振动中心 Ｏ 的横向的位移ꎬ纵向的位移和偏

心块转动的转角.

图 １　 力学模型

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ

(２)微分方程

图 ２ 为振动机力学模型. 其中ꎬＭｘ̈ꎬＭｙ̈ꎬ
ｍｘ̈ꎬｍｙ̈ꎬＱｎ

ｍꎬＱτ
ｍ 为惯性力ꎬＱｎ

ｍ ＝ ｍφ̇２ｒꎬＱτ
ｍ ＝

ｍφ̈ｒ. ｆｘ ｘ̇ꎬ ｆｙ ｙ̇ 为阻尼力ꎻ ｋｘｘꎬ ｋｙｙ 为弹性力.
图 ３ 为偏心块受力图. 其中ꎬＤＭＯ 为电机驱

动力偶ꎻＤＭｆ 为阻力偶ꎻＩ 为偏心质量对转轴

的转动惯量.
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图 ２　 振动机模型受力分析图

Ｆｉｇ􀆰 ２ 　 Ｌｏａｄｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｎｇ
ｍａｃｈｉｎｅ ｍｏｄｅｌ

图 ３　 偏 ＋心块局部受力分析图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｌｏｃａｌ ｆｏｒｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ ｂｌｏｃｋ

　 　 (３)单轴惯性振动机微分方程

应用达朗贝尔原理ꎬ可以建立单轴惯性

振动机微分方程为

Ｍ０ ｙ̈ ＋ ｆｙ ｙ̇ ＋ ｋｙｙ ＝ｍｒφ̇２ｓｉｎφ －ｍｒφ̈ｃｏｓφꎬ

Ｍ０ ｘ̈ ＋ ｆｘ ｘ̇ ＋ ｋｘｘ ＝ｍｒφ̇２ｃｏｓφ ＋ｍｒφ̈ｓｉｎφ －

ｍｒｘ̈ｓｉｎφ ＋ｍｒｙ̈ｃｏｓφ ＋ Ｉφ̈ ＝ＤＭＯ －
ＤＭｆ －ｍｇｒｃｏｓφ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

其中ꎬＭ０ ＝Ｍ ＋ｍ.
１. ２　 微分方程的状态方程化

为采用数值程序分析求解ꎬ将式 (１)
视为ｘ̈ꎬ ｙ̈ꎬ φ̈ 的线性方程组ꎬ应用克莱姆法

求解.

Δ ＝

０ Ｍ０ ｍｒｃｏｓφ

Ｍ０ ０ －ｍｒｓｉｎφ

－ｍｒｓｉｎφ ｍｒｃｏｓφ Ｉ

＝

Ｍ０ｍ２ｒ －Ｍ０
２Ｉ. (２)

Δｘ ＝

ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ Ｍ０ ｍｒｃｏｓφ

ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ ０ －ｍｒｓｉｎφ

ＤＭＯ －ＤＭｆ －ｍｒｇｃｏｓφ ｍｒｃｏｓφ Ｉ

＝ ｍｒｃｏｓφ(ｍφ̇２ｒｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ ＋ ｋｘｘ) － Ｍ０ｍｒｓｉｎφ

(ＤＭＯ －ＤＭｆ －ｍｒｇｃｏｓφ) ＋ｍｒｓｉｎφｃｏｓφ(ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ) － ＩＭ(ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ) . (３)

Δｙ ＝

０ ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ ｍｒｃｏｓφ

Ｍ０ ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ －ｍｒｓｉｎφ

－ｍｒｓｉｎφ ＤＭＯ －ＤＭｆ －ｍｒｇｃｏｓφ Ｉ

＝ Ｍ０ｍｒｃｏｓφ ( ＤＭＯ － ＤＭｆ －

ｍｒｇｃｏｓφ) ＋ ｍｒｓｉｎφ ( ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ ) ＋ ｍｒｓｉｎφｃｏｓφ ( ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ ) －
ＩＭ(ｍｒφ̇２ ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ) . (４)

Δφ ＝

０ Ｍ０ ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ

Ｍ０ ０ ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ

－ｍｒｓｉｎφ ｍｒｃｏｓφ ＤＭＯ －ＤＭｆ －ｍｒｇｃｏｓφ

＝Ｍ０ｍｒｃｏｓφ(ｍｒφ̇２ｓｉｎφ － ｆｙ ｙ̇ － ｋｙｙ) －

ｍｒｓｉｎφ(ｍｒφ̇２ｃｏｓφ － ｆｘ ｘ̇ － ｋｘｘ) －Ｍ０(ＤＭＯ －ＤＭｆ －ｍｒｇｃｏｓφ) . (５)
　 　 可得:

ｘ̈ ＝
Δｘ

Δ ＝ ｆ４(ｘꎬｙꎬφꎬｘ̇ꎬｙ̇ꎬφ̇)ꎬ (６)

ｙ̈ ＝
Δｙ

Δ ＝ ｆ５(ｘꎬｙꎬφꎬｘ̇ꎬｙ̇ꎬφ̇)ꎬ (７)

φ̈ ＝
Δφ

Δ ＝ ｆ６(ｘꎬｙꎬφꎬｘ̇ꎬｙ̇ꎬφ̇) . (８)

设 ｘ ＝ ｚ１ꎬ ｙ ＝ ｚ２ꎬφ ＝ ｚ３ꎬ ｘ̇ ＝ ｚ４ꎬ ｙ̇ ＝ ｚ５ꎬ
φ̇ ＝ ｚ６ꎬ则获得可采用数值程序计算的状态

方程:
ｚ̇１ ＝ ｚ４ꎬ

ｚ̇２ ＝ ｚ５ꎬ

ｚ̇３ ＝ ｚ６ꎬ

ｚ̇４ ＝ ｆ４(ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３ꎬｚ４ꎬｚ５ꎬｚ６)ꎬ

ｚ̇５ ＝ ｆ５(ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３ꎬｚ４ꎬｚ５ꎬｚ６)ꎬ

ｚ̇６ ＝ ｆ６(ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３ꎬｚ４ꎬｚ５ꎬｚ６) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(９)
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２　 单轴惯性振动机过渡过程分析

２􀆰 １　 起动过程响应数值求解

(１)起动第一阶段

偏心块开始转动ꎬ转速增加到稳定转速ꎬ
此时系统有 ３ 自由度ꎬ按状态方程(９)分析ꎬ
用 Ｒｕｎｇｅ￣ｋｕｔｔａ 数值积分法编程求解ꎬ程序框

图如图 ４ 所示. 设时间 ｔ ＝ ０ 时ꎬ对应状态量

ｚｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ６)ꎬ对应 ｘ (０)ꎬ ｙ (０)ꎬ
φ(０)ꎬｘ̇(０)ꎬｙ̇(０)ꎬω(０)ꎬ程序计算判断转速

达到稳定为结束条件ꎬ ｜ Δω ｜ < ｅ１ꎬ此时ꎬｔ１ ＝
ｔ２０ꎬ所对应状态为 ｘ２０ꎬｙ２０ꎬφ２０ꎬｘ̇２０ꎬｙ̇２０ꎬω２０ .

图 ４　 起动阶段程序框图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｔａｇｅ

　 　 (２)起动第二阶段

偏心块达到稳定转速后ꎬ开始进入有自由

衰减项的强迫振动ꎬ此时振动系统自由振动和

强迫振动ꎬ自由振动逐渐衰减ꎬ达到稳定强迫

振动. 由式(１)ꎬ该阶段微分方程为２ 个自由度

方程. 其初始条件为 ｘ２０ꎬｙ２０ꎬφ２０ꎬｘ̇２０ꎬｙ̇２０ꎬω２０ .
Ｍ０ ｘ̈ ＋ ｆｘ ｘ̇ ＋ ｋｘｘ ＝ｍω２ｒｃｏｓ(ωｔ２ ＋ φ２０)ꎬ

Ｍ０ ｙ̈ ＋ ｆｙ ｙ̇ ＋ ｋｙｙ ＝ｍω２ｒｓｉｎ(ωｔ２ ＋ φ２０) .
{ (１０)

令 ｐｙ ＝
ｋｙ

Ｍ０
ꎬｎｙ ＝

ｆｙ
２Ｍ０

ꎬｚｙ ＝ ω
ｐｙ

ꎬζｙ ＝
ｎｙ

ｐｙ

ｐｒｙ ＝ ｐｙ
２ － ｎｙ

２ .
设:ｙ ＝ ｅ － ｎｙｔ２(Ａ１ｃｏｓｐｒｙ ｔ２ ＋ Ａ２ｓｉｎｐｒｙ ｔ２)

可得:

ｙ′ ＝ ｍω２ｒ
ｋｙ

１
(１ － ｚｙ２) ２ ＋ ４ζｙ２ｚｙ２

ｓｉｎ(ωｔ２ ＋

φ２０ － ψ′ｙ)ꎬＢｙ ＝ ｍω２ｒ
ｋｙ

１
(１ － ｚｙ２) ２ ＋ ４ζｙ２ｚｙ２

ꎬψ′ｙ ＝

ｔａｎ － １ ２ζｙｚｙ
１ － ｚ２ｙ

ꎬψｙ ＝ ψ′ｙ － φ２０ꎬＹ ＝ ｙ ＋ ｙ′ ＝ ｅ － ｎｙｔ１

(Ａ１ｃｏｓｐｒｙ ｔ２ ＋ Ａ２ｓｉｎｐｒｙ ｔ２) ＋ Ｂｙｓｉｎ (ωｔ２ － ψｙ )ꎬ
Ｙ′ ＝ － ｎｙｅ － ｎｙｔ２(Ａ１ｃｏｓｐｒｙ ｔ２ ＋ Ａ２ｓｉｎｐｒｙ ｔ２) ＋ ｅ － ｎｙｔ１

( － Ａ１ｓｉｎｐｒｙ ｔ２ ＋ Ａ２ｃｏｓｐｒｙ ｔ２) .
初始条件:Ｙ ｜ ｔ２ ＝ ０ ＝ ｙ２０ꎬＹ′ ｜ ｔ２ ＝ ０ ＝ ｙ̇２０ .
可求出:
Ａ１ ＝ ｙ２０ ＋ Ｂｙｓｉｎψｙꎬ
Ａ２ ＝ ( ｙ̇２０ ＋ ｎｙＡ１ － Ｂｙωｃｏｓψｙ) / ｐｒｙ .
第 二 阶 段 结 束ꎬ 其 判 断 条 件 为

Ａ２
１ ＋ Ａ２

２ ｅ － ｎｙｔ２ < ｅ２ .

２􀆰 ２　 停车过程分析

(１)停车第一阶段

电机传递到偏心块的 ＤＭＯ 为零ꎬ逐渐

降至为零ꎬ仍采用 Ｒｕｎｇｅ￣ｋｕｔｔａ 为数值积分方

法求解ꎬ结束条件按 ω < ｅ３ . 停车第二阶段的

程序框图与图 ４ 相同.
(２)振动机停车第二阶段

从偏心块转速为零ꎬ自由振动衰减到停

止运动. 其方程为

Ｍ０ｘ ＋ ｆｘｘ ＋ ｋｘｘ ＝ ０ꎬ

Ｍ０ｙ ＋ ｆｙｙ ＋ ｋｙｙ ＝ ０.{ (１１)

ｙ ＝ ｅ － ｎｙｔ４ [Ａ′ｙ１ｓｉｎ(ｐｒｙ ｔ４) ＋ Ａ′ｙ２ｃｏｓ(ｐｒｙ ｔ４)]ꎬ
ｙ′ ＝ － ｎｙｅ － ｎｙｔ４[Ａ′ｙ１ｓｉｎ(ｐｒｙ ｔ４) ＋ Ａ′ｙ２ｃｏｓ(ｐｒｙ ｔ４)] ＋
ｅ － ｎｙｔ４[Ａ′ｙ１ｃｏｓ(ｐｒｙ ｔ４) －Ａ′ｙ２ｓｉｎ(ｐｒｙ ｔ４)].

初始条件:ｙ ｜ ｔ４ ＝ ０ ＝ ｙ４０ꎬｙ′ ｜ ｔ４ ＝ ０ ＝ ｙ̇４０ .
可得到:
Ａ′ｙ１ ＝ ( ｙ̇４０ ＋ ｎｙｙ４０) / ｐｒｙꎬＡ′ｙ２ ＝ ｙ４０ .
停车条件:
ｙ < ｅ４ .

３　 起停过程动力学实例分析

３􀆰 １　 振动机参数

采用一组具体参数为 Ｍ０ ＝ ４７􀆰 ５ ｋｇꎬｍ ＝
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１􀆰 ２５ ｋｇꎬｙ 方向和 ｘ 方向的弹簧刚度为 ｋｙ ＝
１７ ７５３􀆰 ６ Ｎ / ｍꎬ ｋｘ ＝ ０ꎬ 偏 心 块 半 径 ｒ ＝
０􀆰 ００７ ８ ｍꎬ 偏 心 块 转 轴 转 动 惯 量 Ｉ ＝
０􀆰 ０２５ ｋｇ􀅰ｍ２ꎬ阻尼系数 ｆｘ ＝ ｆｙ ＝０􀆰 ０５ Ｎ􀅰ｍ􀅰ｓ －１ꎬ
阻力矩系数 ｃ１ ＝０􀆰 ０５ꎬｃ２ ＝０􀆰 ０００ ０１７ꎬ电机功率

为 Ｐｅ ＝０􀆰 ６ ｋＷꎬ额定转速 ｎｅ ＝ １ ２００ ｒ / ｍｉｎꎬ设
时间步长为 ｔｈꎬｔｈ ＝０􀆰 ００２ ｓꎬ起停过程精度设定:
ｅ１ ＝０􀆰 ０５ꎬｅ２ ＝０􀆰 ００５ꎬｅ３ ＝０􀆰 ５ꎬｅ４ ＝０􀆰 ０２.
３􀆰 ２　 过渡过程实例分析

起动过程: 起 动 第 一 阶 段 大 约 经 过

０􀆰 ７１８ ｓꎬ偏心块角速度 ω 达到 １２０ ｒａｄ / ｓ. 在
共振区附近最大位移约 ０􀆰 ００４ ６ ｍꎬ最大速度

约０􀆰 ２６４ ｍ / ｓ. 起动第二阶段约持续 ２􀆰 ５ ｓꎬ自
由振动衰减到零. 起动过程角速度随时间变

化如图 ５ 所示ꎬｙ 方向的位移随时间变化如

图 ６ 所示ꎬｙ̇ 为 ｙ 方向速度ꎬｙ̇ 随时间变化如

图 ７ 所示.

图 ５　 起动阶段变化

Ｆｉｇ􀆰 ５　 ω￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｔａｇｅ

图 ６　 起动阶段 ｙ 位移变化

Ｆｉｇ􀆰 ６　 ｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｔａｇｅ

图 ７　 起动阶段 ｙ̇ 变化

Ｆｉｇ􀆰 ７　 ｙ̇￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｔａｇｅ

　 　 停 车 过 程: 停 车 第 一 阶 段 大 约 为

１４􀆰 １５ ｓꎬ偏心块角速度 ω 由恒定值减到 ０ꎬ在
共振区附近最大位移约０􀆰 ００６ ５ ｍꎬ最大速度

约为 ０􀆰 ２５８ ｍ / ｓ. 停车第二阶段时间大约

１􀆰 ５ ｓꎬ振动停止. 停车过程角速度随时间变

化如图 ８ 所示ꎬｙ 方向位移随时间变化见图

９ꎬｙ̇ 为 ｙ 方向速度ꎬｙ̇ 随时间变化见图 １０.

图 ８　 停车阶段 ω 变化

Ｆｉｇ􀆰 ８　 ω￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｓｔａｇｅ

图 ９　 停车阶段 ｙ 方向位移变化

Ｆｉｇ􀆰 ９　 ｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｓｔａｇｅ
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图 １０　 停车阶段 ｙ̇ 的变化

Ｆｉｇ􀆰 １０　 ｙ̇ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｓｔａｇｅ

４　 实验结果对比分析

实测采用压电式传感器将振动信号转化

为电荷信号ꎬ通过电荷放大器转化为电压信

号ꎬ通过示波器检查波形ꎬ用磁带记录仪记录

信号ꎬ最后通过 Ａ / Ｄ 转化采样给微计算机离

散数据. 绘制的起动、停车阶段的位移响应见

图 １１ 和图 １２ 所示. 振动机起动 １􀆰 ２ ｓ 内逐渐

趋近 ０􀆰 ００４ １６ ｍ 左右ꎬ并且逐步趋于稳定ꎬ
与理 论 计 算 分 析 有 微 小 误 差. 图 １１ 中

起动第二阶段实测结果与理论分析基本一

致ꎬ其幅值约 ０􀆰 ００１ ４６ ｍ 左右ꎬ与理论分析

的 ０􀆰 ００２ １ ｍ 基本接近ꎬ其波动情况也相同.
图 １２ 中振动机停车的第一阶段振动的幅值

几乎接近ꎬ图像变化趋势大致相同. 实测中 ｙ
方向完全振动停下来所需时间与理论分析相

一致.

图 １１　 起动阶段 ｙ 位移变化

Ｆｉｇ􀆰 １１　 ｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔａｒｔｉｎｇ ｓｔａｇｅ

图 １２　 停车阶段 ｙ 位移变化

Ｆｉｇ􀆰 １２　 ｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ￣ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｓｔｏｐｐｉｎｇ ｓｔａｇｅ

５　 结　 论

(１)共振区的幅值变化规律:惯性振动

机开始振动时ꎬ幅值随着时间的变化是逐渐

增加ꎻ当固有频率和激振频率相同时ꎬ振幅达

到最大值ꎬ当激振频率远远超出固有频率时ꎬ
振幅值反而降低ꎬ此时惯性振动系统进入工

作状态.
(２)对比实测振幅值ꎬ理论分析振幅变

化规律与实验结果接近ꎬ表明理论分析的正

确性ꎬ其研究方法可为振动系统在过渡过程

中的共振区幅值变化提供依据.
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