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有侧移对称变截面刚架屈曲临界载荷优化算法

侯祥林１ꎬ马英成１ꎬ刘铁林２

(１􀆰 沈阳建筑大学机械工程学院ꎬ辽宁 沈阳 １１０１６８ꎻ２􀆰 沈阳建筑大学土木工程学院ꎬ辽宁 沈阳 １１０１６８)

摘　 要 目的 针对一类具有侧移的对称变截面刚架屈曲临界载荷求解问题ꎬ探讨稳

定位型下临界载荷的数值优化算法ꎬ并提出基于非线性微分方程边值问题的刚架结

构临界载荷优化求解算法. 方法 从立柱起点条件出发ꎬ以待求临界荷载、结点弯矩为

设计变量ꎬ以结点满足连续和边值条件构造目标函数ꎬ应用 ＶＢ 语言编制优化程序对

算例进行分析计算ꎬ并通过 ＡＮＳＹＳ 有限元软件进行仿真对比. 结果 横梁长为 ２ｌꎬ柱
高为 ｌ 的等截面刚架的临界载与仿真结果相对误差为 １􀆰 ９９％ ꎻ变截面单梁门式起重

机的临界载荷与仿真结果相对误差为 ２􀆰 ２２％ ꎬ算法结果与仿真结果相对误差满足精

度要求ꎬ证实了笔者所提算法的正确性和有效性. 结论 笔者所提临界载荷优化算法

实现了以较少设计变量对临界载荷的高精度计算ꎬ为工程中刚架结构稳定性问题的

研究提供了参考.
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　 　 刚架结构因其自身的特点和性能有着广

泛的应用ꎬ如机械、土建等工程领域. 国内外

学者对其静力、动力、屈曲等方面做了大量研

究[１ － ６] . 目前对于变截面刚架临界载荷的计

算有等效宽度法、有限单元法、能量法等方

法. ＬＩ Ｋｕｉｎｉａｎ[７]考虑了 Ｐ￣Ｄｅｌｔａ 效应ꎬ利用修

正因子使刚度矩阵为零ꎬ通过一阶分析得到平

面框架屈曲载荷. Ｇ􀆰 Ｎ􀆰 ＳＴＡＭＡＴＯＰＯＵＬＯＳ
等[８]采用牛顿 －拉斐尔公式ꎬ通过迭代计算出

刚架屈曲载荷. Ｂ􀆰 ＢＬＯＳＴＯＴＳＫＹ 等[９]提出了

一种有侧移框架的临界屈曲载荷测量方法. 蒋
沧如等[１０]考虑初始缺陷影响ꎬ基于能量法对

刚架结构进行了屈曲分析. 干洪等[１１] 通过建

立刚架稳定方程ꎬ用矩阵位移法对平面刚架

进行 弹 性 屈 曲 分 析. 韩 志 军 等[１２] 基 于

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理得到了弹性刚架的静力屈曲

载荷.
侯祥林等[１３ － １６] 通过将微分方程组离散

差分化的方法ꎬ提出了计算变截面压杆、刚架

结构临界载荷的数值优化算法ꎬ此法当节点

数量增多时ꎬ算法优化难度也会变大ꎬ之后又

根据边值条件、位型条件等关系计算了变截

面压杆临界载荷[１７]ꎬ在此基础上ꎬ笔者通过

以临界载荷和未知节点弯矩为设计变量ꎬ以
非线性屈曲微分方程数值算法按步表达位移

与转角为过程ꎬ以结构的节点位移和转角满

足的边界条件建立目标函数ꎬ提出基于非线

性微分方程边值问题的刚架结构临界载荷优

化求解算法ꎬ实现了以较少设计变量对刚架

结构的临界载荷的高精度计算ꎬ为工程设计

与分析提供参考.

１　 屈曲微分方程和边界条件

图 １ 为对称变截面刚架受力图ꎬ在屈曲

临界条件下ꎬ位型见图 １( ａ)虚线形状. 由于

对称性ꎬ简化结构见图 １(ｂ)ꎬ当按静力法求

解ꎬ拆成立柱和横梁两个构件ꎬ其受力图如图

１(ｃ)所示.

图 １　 对称刚架屈曲受力图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｆｒａｍｅ
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　 　 由材料力学ꎬ可列屈曲位型曲线微分方

程为

左右立柱挠曲线的近似平衡方程(忽略

剪力):
ＥＩ１(ｘ１)ｗ１″ ＝ Ｆ(Δ － ｗ１) －Ｍ. (１)
梁段近似平衡方程:

ＥＩ２(ｘ２)ｗ２″ ＝Ｍ － ２Ｍ
ｌ２

ｘ２ . (２)

边界和连续条件:
ｗ１(０) ＝ ０ꎬｗ′１(０) ＝ ０ꎬ

ｗ′１( ｌ１) ＝ ｗ′２(０)ꎬ

ｗ２(０) ＝ ０ꎬｗ２( ｌ′１) ＝ ０ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

其中ꎬＥＩ１ ( ｘ１ )ꎬＥＩ２ ( ｘ２ )为变截面的弯曲刚

度.

２　 无量纲化简化

(１)柱　 段

方程式(１)转化为

ＥＩ１(ｘ１)
ＥＩ１０

ｌ２１ｗ″１ ＝
Ｆｃｒ ｌ２１
ＥＩ１０

(Δ －ｗ１) －
Ｍｌ１ ２

ＥＩ１０
. (４)

为了简化计算ꎬ设:
ｘ１

ｌ１
＝ ｔ１ꎬ

ｗ１

ｌ１
＝ ｙ１ꎬｆｃｒ ＝

Ｆｃｒ ｌ２１
ＥＩ１０

ꎬｍ ＝
Ｍｌ１
ＥＩ１０

ꎬｂ１(ｘ１) ＝
ＥＩ１(ｘ１)
ＥＩ１０

ꎬ Δｌ１
＝ δꎬ代入

式(４)ꎬ可得无量纲差分方程:
ｂ１(ｘ１)ｙ″１ ＝ ｆｃｒ(δ － ｙ１) －ｍ. (５)
设 Ｙ１ ＝ ｙ１ꎬＹ２ ＝ ｙ′１ꎬ则式(５)转为状态方程:
Ｙ′１ ＝ Ｙ２ꎬ

Ｙ′２ ＝ １
ｂ１(ｘ１)

ｆｃｒ(δ － Ｙ１) －ｍ[ ].

ì

î

í

ïï

ïï
(６)

(２)梁　 段

简化 过 程 原 理 如 柱 段ꎬ 式 ( ２ ) 转 化

为无量纲差分方程式(７)ꎬ进而转化为状态

方程(８) .

ｂ２(ｘ２)ｙ″２ ＝
ｌ′２
ｌ１

ＥＩ１０
ＥＩ２０

ｍ(１ － １
ｌ″２
ｘ２) . (７)

Ｙ′３ ＝ Ｙ４ꎬ

Ｙ′４ ＝ １
ｂ２(ｘ２)

ｌ′２
ｌ１

ＥＩ１０
ＥＩ２０

ｍ(１ －
ｘ２

ｌ′２
) .

ì

î

í

ïï

ïï
(８)

(３)边界条件

Ｙ１(０) ＝ ０ꎬ

Ｙ２(０) ＝ ０ꎬ

Ｙ２( ｌ１) ＝ Ｙ４(０) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

(４)连续和补充条件

Ｙ１( ｌ１) ＝ δꎬ

Ｙ３( ｌ′２) ＝ ０.{ (１０)

３　 临界载荷优化算法原理

３􀆰 １　 最优化方法

对称变截面刚架临界载荷优化方法构建:
ｍｉｎｆ(ｚ) . (１１)
设计变量 ｚ ＝ [ｚ１ꎬｚ２] Ｔꎬｚ１ 为待求临界载

荷ꎬｚ２ 为节点弯矩ꎬ根据屈曲位型边界条件构

建目标函数:
ｆ(ｚ) ＝ (Ｙ１(ｌ１) － Δ)２ ＋ (Ｙ３(ｌ′２))２ . (１２)

３􀆰 ２　 目标函数

(１)梁柱分段

将长度分别为为 ｌｉ ( ｉ ＝ １ꎬ２)的梁、柱分

为 ｍｉ 段ꎬ步长为 ｈｉ ＝
ｌｉ
ｍｉ

.

(２)构建目标函数

左右立柱段计算过程. 由初始点 ｘ１ꎬ０ ＝ ０
的边界条件 ｙ１ (０) ＝ ０ꎬｙ２ (０) ＝ ０ 和式(２)ꎬ
按 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法表达第 ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ１)个
节点的挠度与转角 Ｙ１[ｚꎬｉｈ１]ꎬＹ２[ｚꎬｉｈ１] .

横梁段计算过程. 由 ｙ３(０) ＝ ０ꎬｙ４(０) ＝
ｙ２( ｌ１)ꎬ按 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法表达 ｊ( ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ
ｍ２)个节点的挠度与转角 Ｙ３ [ ｚꎬ ｊｈ２ ]ꎬＹ４ [ ｚꎬ
ｊｈ２] .

终点边界条件:
Ｙ１(ｘ１ꎬｌ１) ＝ δꎬ

Ｙ３(ｘ２ꎬｌ′２) ＝ ０.{ (１３)

归一化目标函数为

ｆ(ｚ) ＝[Ｙ３(ｘ２ꎬｌ′２)]
２ ＋[Ｙ１(ｘ１ꎬｌ１) － δ]２. (１４)

３􀆰 ３　 优化程序结构和流程

采用 ＶＢ 语言结合优化方法完成程序设

计[１８]ꎬ包括进退法、黄金分割法、龙格库塔
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法、坐标轮换法等程序模块. 程序框图如图 ２
所示ꎬξ 为目标函数判别精度.

图 ２　 优化算法程序框图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ

４　 工程实例分析

(１)算例 １
图 １ 为等截面刚架结构模型ꎬ左右柱脚

底端为固定约束ꎬ刚架材料的弹性模量为 Ｅꎬ
惯性矩为 Ｉꎬ刚架横梁的长度为 ｌ２ ＝ ２ｌꎬ左右

两边立柱的长度为 ｌ１ ＝ ｌꎬ求有侧移对称屈曲

临界载荷.
ＶＢ 程序优化求解过程. 算例中变量 ｎ ＝

２ꎬｚ１ ＝ ｆｃｒꎬｚ２ ＝ ｍꎬ起点边界条件为:Ｙ１ (０) ＝
０ꎬＹ２(０) ＝ ０ꎻ终点边界条件为:Ｙ１ ( ｌ) ＝ ０􀆰 １ꎬ
Ｙ３( ｌ′２) ＝ ０ꎻ金分割精度为 ｅ１ ＝ １０ － ４ꎻ多维坐

标轮换法精度为 ｅ ＝ １０ － １１ꎻ设计变量初始值

ｚｉ ＝ Ｒｎｄ()ꎬｉ ＝ １ꎬ２. 将计算结果列入表 １ꎬ可
以看出经过 ６ 轮 １２ 次优化计算ꎬ目标函数达

到设定值.
根据程序优化计算结果可得临界载荷和

弯矩为

Ｆｃｒ ＝ ６. ０３３ ６１ ＥＩ
ｌ２
ꎬ (１５)

Ｍ ＝ ０. ２６３ ４２ ＥＩ
ｌ . (１６)

　 　 利用ＡＮＳＹＳ有限元仿真验证ꎬ模型如

表 １　 算例 １ 优化过程

Ｔａｂｌｅ １　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｉｔｏｎ ｐｒｏｃｅｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

迭代轮数 ｚ１( ｆｃｒ) ｚ２(ｍ) 目标函数值

０ ０􀆰 ７０５ ５５ ０􀆰 ５３３ ４２ ０􀆰 ４４６ ７８３ ０８６ ２９８ ３
１ ７􀆰 ８３２ ９４ ０􀆰 ５３３ ４２ ０􀆰 ０２３ １８９ ６１８ ８１６ ８
１ ７􀆰 ８３２ ９４ ０􀆰 ２４７ ７５ ０􀆰 ００１ ４０３ ５２８ ６９９ １
２ ５􀆰 ８６０ ４５ ０􀆰 ２４７ ７５ ０􀆰 ０００ ０９８ ４３１ ７１３ ９
２ ５􀆰 ８６０ ４５ ０􀆰 ２６１ ５２ ０􀆰 ０００ ０１１ ２２１ ８５５ ９
３ ６􀆰 ０１４ ６０ ０􀆰 ２６１ ５２ ０􀆰 ０００ ００１ ４４０ ６７５ ０
３ ６􀆰 ０１４ ６０ ０􀆰 ２６３ ２６ ０􀆰 ０００ ０００ １３６ ９４７ ０
４ ６􀆰 ０３２ １４ ０􀆰 ２６３ ２６ ０􀆰 ０００ ０００ ０１０ ５６２ ０
４ ６􀆰 ０３２ １４ ０􀆰 ２６３ ４１ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ８２１ ３
５ ６􀆰 ０３３ ４８ ０􀆰 ２６３ ４１ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ０５６ ８
５ ６􀆰 ０３３ ４８ ０􀆰 ２６３ ４２ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ００６ ５
６ ６􀆰 ０３３ ６０ ０􀆰 ２６３ ４２ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ０００ ４
６ ６􀆰 ０３３ ６１ ０􀆰 ２６３ ４２ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ０００ １

图 １ 所示. 左右立柱长度为 ｌ１ ＝ １ ｍꎬ横梁长

度为 ｌ２ ＝ ２ ｍꎬ截面为边长为 ０􀆰 １ ｍ 的正方

形. 采用 ＢＥＡＭ１８８ 梁单元ꎬ单元数为 ２００ꎬ弹
性模量为 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａꎬ泊松比为 μ ＝ ０􀆰 ３. 其
有限 元 ＡＮＳＹＳ 仿 真 计 算 的 临 界 载 荷

Ｆ′ｃｒ ＝ ０􀆰 ９８６ × １０７ Ｎꎬ根据式(１５)ꎬ计算出笔

者算法临界载荷为 Ｆｃｒ ＝ １０ ０５６ ０１７ Ｎ.
　 　 等截面刚架结构与 ＡＮＳＹＳ 仿真计算临

界载荷相对误差为

ε ＝ Ｆｃｒ － Ｆ′ｃｒ
Ｆ′ｃｒ

＝ １􀆰 ９９％ .

若将误差判别精度设为 ３％ ꎬ则所述算

法满足精度要求ꎬ算法与 ＡＮＳＹＳ 仿真屈曲

位型曲线对比结果如图 ３ 所示ꎬ表明笔者算

法与有限元软件计算结果非常接近ꎬ验证了

笔者算法有效可靠.

图 ３　 算例 １ 屈曲位形图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １
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　 　 (２)算例 ２
图 ４ 为单梁门式起重机简化模型ꎬ其中

ｔ ＝ ８ ｍｍꎬＥ ＝ ２００ ＧＰａꎬ计算有侧移情况下变

截面刚架的临界载荷.

图 ４　 单梁门式起重机模型

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｓｉｎｇｌｅ￣ｂｅａｍ ｐｏｒｔａｌ ｃｒａｎｅ ｍｏｄｅｌ

　 　 变截面刚架结构临界载荷优化求解过

程. 设计变量 ｎ ＝ ２ꎬｚ１ ＝ ｆｃｒꎬｚ２ ＝ ｍꎬ起点边界

条件:Ｙ１(０) ＝ ０ꎬＹ２ (０) ＝ ０ꎬ终点边界条件:
Ｙ１( ｌ) ＝ ０􀆰 １ꎬＹ３ ( ｌ′２) ＝ ０ꎬ黄金分割精度为

ｅ１ ＝ １０ － ４ꎬ多维坐标轮换法精度 ｅ ＝ １０ － １０ꎬ变
量初始值 ｚｉ ＝ Ｒｎｄ( )ꎬｉ ＝ １ꎬ２. ＶＢ 优化程序

计算结果列入表 ２ꎬ可以看出经过 ４ 轮 ７ 次

优化计算ꎬ目标函数达到设定值. 根据 ＶＢ 优

化程序计算结果可得临界载荷与弯矩为

Ｆｃｒ ＝ ８􀆰 １１８ ４６
ＥＩ１０
ｌ２１

＝ １􀆰 １７５ ６ × １０８ Ｎ.

表 ２　 算例 ２ 优化过程

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｉｔｏｎ ｐｒｏｃｅｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

迭代轮数 ｚ１ ＝ ｆｃｒ ｚ２ ＝ ｍ 目标函数值

０ ０􀆰 ７０５ ５５ ０􀆰 ５３３ ４２ ０􀆰 ２７９ ８６１ ３２３ ９

１ ９􀆰 ０１９ １８ ０􀆰 ５３３ ４２ ０􀆰 ００２ ７３４ ０９６ ９

１ ９􀆰 ０１９ １８ ０􀆰 ３９９ ７０ ０􀆰 ０００ ２３８ ４０６ １

２ ８􀆰 １４４ ７１ ０􀆰 ３９９ ７０ ０􀆰 ０００ ００２ １３５ ７

２ ８􀆰 １４４ ７１ ０􀆰 ３９６ ３７ ０􀆰 ０００ ０００ １８６ ９

３ ８􀆰 １２０ ０５ ０􀆰 ３９６ ３７ ０􀆰 ０００ ０００ ０１３ ０

３ ８􀆰 １２０ ０５ ０􀆰 ３９６ １０ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ ８

４ ８􀆰 １１８ ４６ ０􀆰 ３９６ １０ ０􀆰 ０００ ０００ ０００ １

　 　 ＡＮＳＹＳ 有限元仿真验证. 采用 ＢＥＡＭ１８８
单元进行仿真ꎬ单元数为 ２００ꎬ弹性模量 Ｅ ＝

２００ ＧＰａꎬ泊松比 μ ＝０􀆰 ３. 有限元 ＡＮＳＹＳ 仿真

计算的临界载荷:Ｆ′ｃｒ ＝１􀆰 １５０ １ ×１０８ Ｎ.
笔者算法与 ＡＮＳＹＳ 仿真计算临界载荷

相对误差为

ε ＝ Ｆｃｒ － Ｆ′ｃｒ
Ｆ′ｃｒ

＝ ２􀆰 ２２％ .

通过上述对比ꎬ变截面刚架结构临界载

荷相对误差在 ３％ 以内ꎬ表明笔者算法具有

较高的精度ꎬ同样适用于变截面刚架结构临

界载荷的求解.

４　 结　 论

(１)基于非线性微分方程边值问题转化

为初值问题和最优化求解方法ꎬ构建了刚架

结构临界载荷求解模型. 将笔者所提算法与

ＡＮＳＹＳ 仿真对比分析ꎬ对比结果有很高的一

致性ꎬ等截面与变截面刚架结构临界载荷的

相对误差均不超过 ３％ .
(２)笔者所提算法具有设计变量少、计算

精度高和收敛速度快等优点ꎬ有一定的实用性ꎬ
为工程中设计与分析此类问题提供了支持.
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