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复余弦解析映射的广义 Ｍ 集、充满 Ｊｕｌｉａ 集
与其非线性迭代函数系的分形

陈　 宁ꎬ海智刚ꎬ关博文

(沈阳建筑大学信息与控制工程学院ꎬ辽宁 沈阳 １１０１６８)

摘　 要 目的 研究复余弦映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的广义 Ｍ 集、充满 Ｊｕｌｉａ 集与其非线

性迭代函数系的构造关系. 方法 分析复映射的数学特性:在动力平面上的中心周期

窗口ꎬ考察指定参数下的迭代映射极值点的轨道是否有界ꎬ构造参数平面上的广义

Ｍ 集并寻找 Ｍ 集上周期参数区域的排列规律ꎻ在 Ｍ 集的不同周期参数区域挑选参

数ꎬ构造动力平面上具有高周期吸引轨道的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ选用 Ｎ(Ｎ≥２)个广义 Ｍ 集

１ 周期参数ꎬ在动力平面上 ｘ 轴方向的中心周期窗口内构造出 Ｎ 个迭代映射ꎻ在 Ｎ 个

迭代映射的充满 Ｊｕｌｉａ 集的公共吸引域上ꎬ构造迭代函数系ꎻ采用迭代函数系中一个

迭代映射的吸引不动点作为初始迭代点ꎬ通过随机选取迭代函数系中的迭代映射ꎬ跟
踪这个吸引不动点在公共吸引域内的迭代轨道ꎬ构造出分形. 结果 采用单参 ｎ 次复

余弦映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ) 的广义 Ｍ 集的高周期参数可以构造出在 ｘ 轴方向具有

可数无穷多周期窗口的连续排列的充满 Ｊｕｌｉａ 集图形ꎻ采用 Ｎ(Ｎ≥２)个 Ｍ 集的 １ 周

期参数可以构造出在动力平面上的中心周期窗口中充满 Ｊｕｌｉａ 集的公共吸引域内的

有效的非线性迭代函数系. 结论 提出的构造参数平面上的 Ｍ 集、并在 Ｍ 集上的 １ 周

期参数区域选取 ２ 个以上的参数构造出相应迭代迭代函数的方法ꎬ可以被用于大量

构造复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的非线性迭代函数系ꎬ随机迭代这种迭代函数系可以

大量生成新颖分形.
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ｔｈａｔ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ｐｅｒｉｏｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｍ ｓｅｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｆａｍｉｌｙ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ) ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ
ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｓｅｒｉａｔｉｎｇ ｆｉｌｌｅｄ￣ｉｎ Ｊｕｌｉａ ｓｅｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ￣ａｘｌｅ ｗｉｔｈ ｃｏｕｎｔａｂｌｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｍａｎｙ ｐｅｒｉｏｄ￣
ｉｃ￣ｗｉｎｄｏｗｓꎻｔｈｅ １￣ｐｅｒｉｏｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｍ ｓｅｔｓ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＩＦＳｓ
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　 　 分形几何学可以用来模拟、描绘大自然

中各种复杂事物或现象的样貌性态. 分形几

何的概念由美国数学家 Ｂ. Ｂ. Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ 提
出ꎬ相关理论研究和应用研究不断深入开展.
迭代函数系( Ｉｔｅｒａｔｅｄ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＳｙｓｔｅｍｓꎬＩＦＳ)
是构造分形的重要方法ꎬ由 Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ 在

１９８１ 提出ꎬＭ. Ｆ. Ｂａｒｎｓｌｅｙ 在 １９８５ 年发展成

了一套完整的理论[１] . ＩＦＳ 构造分形技术在

医疗、图像处理、艺术品 ＣＡＤ 设计、实时动

画等很多领域得到了广泛应用[２ － ９] . ＩＦＳ 相

关的理论研究和构造方法研究不断发展ꎬ如
欧氏空间或双曲空间上构造 ＩＦＳ 的新方法、
ＩＦＳ 自身的各种数学性质、利用 ＩＦＳ 构造重

叠分形等的方法研究不断出现[１０ － １８] . 随着相

关的理论研究和构造方法的不断出现ꎬ非线

性 ＩＦＳ 构造分形的研究也在理论研究和构造

方法方面有了相应的进展. 加拿大学者 Ｅ. Ｒ.
ＶＲＳＣＡＹ 和 Ｄ. ＷＥＩＬ[１９] 进行了用来自实多

项式 ｘ←ａ０ｘ２ ＋ ａ１ｘ ＋ ａ２ 的非线性 ＩＦＳ 构造分

形吸引子的研究ꎻ王兴元等[２０]将文献[１９]中
的模型扩展成复多项式映射 ｚ←ａｚｗ ＋ ｂ 和

ｚ←ａｚｗ ＋ ｂ(ｗ∈Ｃ)ꎬ他们模拟了用上述复映

射构造的 ＩＦＳ 的分形吸引子ꎬ讨论了完全离

散的 ＩＦＳ 的吸引子与它的地址集之间的关

系ꎬ理论分析了控制参数变化对图形规律的

影响ꎻＰ. Ｖ. Ｌｏｏｃｋｅ [２１]用 ２ 个线性的压缩映

射和 ２ 个包括复变量平方根的映射构造了由

４ 个映射组成的非线性 ＩＦＳꎬ在正多边形和圆

上生成了分形图案ꎻ范申[２２]关于一列有向图

确定的非线性迭代函数系的有界变差、有界

谐变与 Ｇｉｂｂｓ － Ｌｉｋ 测度存在性等问题进行

了深入的理论研究ꎻ刘树群等[２３] 研究了“基
于多项式变换的迭代函数系”问题. 自 ２０１６
年以来ꎬ陈宁[２４ － ２５]关于如何采用复多项式迭

代映射构造非线性迭代函数系的研究发表了

相关研究成果. 由于复解析三角映射有不同

于多项式或有理式迭代映射的数学特性ꎬ用
其构造非线性 ＩＦＳ 进而构造分形的工作还没

有研究报道. 基于此ꎬ笔者以解析的单参 ｎ 次

复余弦映射族模型 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)为研究对

象ꎬ对这类复映射族的广义 Ｍ 集、充满 Ｊｕｌｉａ
集的构造ꎬ以及如何将这种广义 Ｍ 集、充满

Ｊｕｌｉａ 集与 ＩＦＳ 理论相结合ꎬ构造非线性迭代

函数系等相关问题进行研究.

１　 线性迭代函数系

通常生成各种平面分形的迭代函数系

( ＩＦＳ)是由 Ｎ(Ｎ ≥ ２)个 线 性 压 缩 仿 射
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变 换 组 成 的ꎬ 即 ＩＦＳ: { Ｒ２: ｗ１ꎬ ｗ２ꎬ ꎬ
ｗＮ ｜ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ}ꎬｗｉ 的表达式为
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其中ꎬ参数(ａｉꎬｂｉꎬｃｉꎬｄｉ∈Ｒ１ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ)
为实数. 文献 [２６]指出:若参数满足式(２)
的约束条件ꎬ则此仿射变换是压缩变换.

ａ２ ＋ ｃ２ < １ꎬ
ｂ２ ＋ ｄ２ < １ꎬ
ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ ＋ ｄ２ < １ ＋ (ａｄ － ｃｄ) ２ .

ì

î

í

ïï

ïï
(２)

满足式(２)约束条件ꎬ且由式(１)构造的

多个仿射变换构成了一个可以构造出奇怪吸

引子或分形的线性压缩仿射 ＩＦＳꎬ这种 ＩＦＳ
的分形可以通过两种方法获得:一种是从平

面上的任意有界集通过无穷次遍历 ＩＦＳ 中的

每一个压缩变换获得分形ꎻ另一种是从任意

有界点的无穷次连续随机迭代 ＩＦＳ 中的压缩

变换获得分形[２６] . 不难验证:Ｎ 个满足式(２)

的由式(１)构造出来的线性压缩变换都是在

动力平面上有吸引不动点 ｐｉꎬ即 ｗｉ(ｐｉ) ＝ ｐｉ

的压缩变换ꎬ并且对每个变换 ｗｉꎬ其不动点

的吸引域都是除去无穷远点以外的整张平

面. 这个迭代函数系中所有压缩变换在动力

平面上的公共吸引域也是除无穷远点以外的

整张平面ꎬ因此ꎬＩＦＳ 的分形或奇怪吸引子可

以从动力平面上的任意有界子集或有界点作

为初始迭代集或初始迭代点迭代得到.

２　 余弦复映射族的迭代点的坐

标计算及周期特性

　 　 当 ｎ ＝ １ 时ꎬ复映射 ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓ( ｚ)是含

有单复参数的复指数映射ꎬ其中参数 λ ＝
λ１ ＋ ｉλ２ꎬ动力平面上的点 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙꎬ动力平

面上迭代点 ｆ( ｚ)用参数和平面点的坐标表

示的计算式为

　 　 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓ(ｚ) ＝ λ ｅｉｚ ＋ ｅ － ｉｚ

２ ＝ (λ１ ＋ ｉλ２)
ｅ － ｙ(ｃｏｓ(ｘ) ＋ ｉｓｉｎ(ｘ)) ＋ ｅｙ(ｃｏｓ(ｘ) － ｉｓｉｎ(ｘ))

２ ＝

(
λ１(ｅ － ｙ ＋ ｅｙ)ｃｏｓ(ｘ) － λ２(ｅ － ｙ － ｅｙ)ｓｉｎ(ｘ)

２ ＋ ｉ
λ２(ｅ － ｙ ＋ ｅｙ)ｃｏｓ(ｘ) ＋ λ１(ｅ － ｙ － ｅｙ)ｓｉｎ(ｘ)

２ ) . (３)

　 　 当 ｎ≥２ 时ꎬｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的坐标计算

可以通过式(４)来计算

ｃｏｓ(ｚ) ＝ ｕ ＋ ｉｖ ＝ ０ ５(ｅ － ｙ ＋ ｅｙ)ｃｏｓ(ｘ) ＋
ｉ０ ５(ｅ － ｙ － ｅｙ)ｓｉｎ(ｘ) . (４)

计算式(４)的 ｎ 个复数(ｕ ＋ ｉｖ)的连乘

再与复系数 λ ＝ λ１ ＋ ｉλ２ 的乘积得到所需坐

标ꎬ通过简单编程这种操作十分容易实现.
由复变函数理论可知ꎬ复映射族 ｆ( ｚ) ＝

λｃｏｓｎ(ｚ)在动力平面上的极值点是使其 １ 阶

导数为零的点ꎬ简单计算可知ꎬ该复映射族在

动力平面上的原点 ｚｃ ＝ (０ꎬ０)是迭代映射族

的 一 个 极 值 点ꎬ 即 ｆ ′ ( ｚ ) ｜ ｚｃ ＝ (０ꎬ０) ＝
(λｃｏｓｎ(ｚ)) ′ ｜ ｚｃ ＝ (０ꎬ０) ＝ (０ꎬ０)且原点在 ｘ 轴

上的各周期窗口内的平移对称点也是复映射

族的极值点.
由式(４)可知ꎬ复解析余弦映射 ｃｏｓ( ｚ)

在动力平面的 ｙ － 轴方向没有周期性ꎬ而在

ｘ －轴方向以 ２π 为周期. 由于全部实三角函

数计算公式可以推广到复三角函数ꎬ所以复

解析余弦映射 ｃｏｓ２ ( ｚ) ＝ １
２ (１ ＋ ｃｏｓ(２ｚ))ꎬ

即这个迭代映射在 ｘ － 轴方向以 π 为周期ꎻ

复解析余弦映射 ｃｏｓ３ ( ｚ) ＝ １
４ (３ｃｏｓ( ｚ) ＋

ｃｏｓ(３ｚ))ꎬ即这个迭代映射在 ｘ － 轴方向以

２π 为周期. 由三角函数的乘积公式可以得

出:当 ｎ 为偶数时ꎬ复映射族为

ｃｏｓｎ(ｚ) ＝ １
２ｎ－１ ∑

ｎ
２ －１

ｋ ＝０
Ｃｋ

ｎｃｏｓ(ｎ－ ２ｋ)ｚ＋ １
２ Ｃ

ｎ
２
ｎ[ ]ꎬ

(５)
当 ｎ 为奇数时ꎬ复映射族为

ｃｏｓｎ(ｚ) ＝ １
２ｎ－１ ∑

ｎ－１
２

ｋ ＝０
Ｃｋ

ｎｃｏｓ(ｎ － ２ｋ)ｚ[ ]. (６)

其中ꎬＣｋ
ｎ 为 ｎ 的组合. 式(５)与式(６)说明复
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映射 ｃｏｓｎ(ｚ)由 ｘ － 轴方向不同周期的余弦

复映射组成ꎬ而各项复映射中的最大周期是

复映射 ｃｏｓｎ ( ｚ)的周期ꎬ即:当 ｎ 为偶数时ꎬ
ｃｏｓｎ(ｚ)以 π 为周期ꎻ当 ｎ 为奇数时ꎬｃｏｓｎ( ｚ)
以 ２π 为周期. 因此ꎬ笔者研究的复映射族

ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)在动力平面上点的迭代的周

期特性为:在 ｙ － 轴方向没有周期性ꎻ在

ｘ －轴方向ꎬ当 ｎ 为奇、偶数时ꎬ周期分别为

２π 或 π.

３　 余弦复映射族的 Ｍ 集与充满

Ｊｕｌｉａ 集

　 　 在复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的动力系统

图形化研究中ꎬ随着参数 λ 在参数平面上的

变化ꎬ相应的迭代映射在动力平面上的动力

学特性是变化的. 这个复迭代映射族在动力

平面的 ｘ 轴方向有周期特性ꎬ使得平面上点

的迭代轨道在水平方向也是有周期性的. 如
前文所述ꎬ动力平面上的原点是这个迭代映

射族的极值点ꎬ而且原点在 ｘ 轴上的周期平

移点是迭代映射在每个周期窗口内的唯一极

值点ꎬ因此ꎬ通过考察在给定参数下动力平面

上的原点在其周期窗口内的轨道是否有界就

可以构造出参数平面上的广义 Ｍ 集. 在这样

的 Ｍ 集中挑选参数 λ 所构造出的迭代映射ꎬ
在动力平面上各周期窗口内均有一条吸引周

期值大于等于 １ 的吸引周期轨道ꎬ这条吸引

周期轨道的吸引域是迭代映射在周期窗口内

的充满 Ｊｕｌｉａ 集.
图 １ 是复映射族( ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)ꎬｎ ＝

１ꎬ２ꎬ３ꎬ４)在参数平面上的广义 Ｍ 集ꎬ通过将

与绘图窗口内的给定分辨率下的相应参数

λ ＝ λ１ ＋ ｉλ２ 的 ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓｎ ( ｚ)在动力平面

上包含极值点(０ꎬ０)周期窗口内(ｎ ＝ １ 或 ３ꎬ
周期窗口为[ － πꎬπ]ꎻｎ ＝ ２ 或 ４ 时ꎬ周期窗

口为[ － π / ２ꎬπ / ２])的点(０ꎬ０)的轨道有界

的参数 λ 构成广义 Ｍ 集ꎬ参数平面上的绘图

窗口中白色参数为相应参数下的迭代映射关

于(０ꎬ０)点有逃逸轨道的参数ꎻ红色参数为

(０ꎬ０)点的轨道收敛到有界的吸引周期轨道

上的参数. 图 １ 表明复映射族 ｆ(ｚ) ＝λｃｏｓｎ(ｚ)
在参数平面上的 Ｍ 集图形具有 Ｄ２ ＝ ( Ｉꎬｒ１８０ꎬ
Ｆꎬｒ１８０ Ｆ)对称特性ꎬ其中 Ｉ 是单位矩阵、ｒ１８０
是关于原点的 １８０ ° 旋转、Ｆ 是关于 ｘ 轴的反

射ꎬ即在这些广义 Ｍ 集的红色区域中任选参

数 λꎬ则参数平面上的参数点 Ｉ(λ)、ｒ１８０(λ)、
Ｆ(λ)和 ｒ１８０ Ｆ(λ)均是广义 Ｍ 集中的点. ｎ
幂次下的 Ｍ 集由可以构造具有大于等于 １
的吸引周期轨道的参数区域组成. 其中各 Ｍ
集均包含有原点在内的位于实轴上的横置

“８”字形 １ 周期参数区域ꎻ在 １ 周期参数区

域(１ 周期芽苞)的边界上排列着高于 １ 周期

的参数区域(芽苞)ꎬ在这些高周期参数区域

(芽苞)上排列着更高周期的参数区域(芽
苞) . 除 Ｍ 集 的 １ 周期参数区域(芽苞)呈

“倒 ８”字参数区域外ꎬ其他高周期参数区域

(芽苞)呈(２ｎ － １)个花瓣的芽苞参数区域ꎬ
其中 ｎ 为迭代映射中余弦的幂次. 在每个

ｐ －周期芽苞的一个花瓣参数区域(１ 周期参

数区域(芽苞)有 ２ 个花瓣ꎻ高周期参数区域

(芽苞)上有(２ｎ － １)个花瓣)的边界上排列

着 ２ 个从 ｐ － 周期芽苞开始的 Ｉｐ ＝ {１ × ｐꎬ
２ × ｐꎬ３ × ｐꎬ４ × ｐꎬ}参数芽苞序列ꎻ在每个

去除 １ × ｐ 周期芽苞的 Ｉｐ 芽苞序列中ꎬ任意

两个相邻的 ｉ × ｐ 与( ｉ ＋ １) × ｐ 芽苞之间( ｉ≥
２)产生了 ２ 个具有共同初始周期芽苞的芽

苞序列 Ａ１ ＝ {ａ０ꎬａ０ ＋ ( ｉ × ｐ)ꎬａ０ ＋ ２( ｉ × ｐ)ꎬ
ａ０ ＋ ３( ｉ × ｐ)ꎬ}和 Ａ２ ＝ {ａ０ꎬａ０ ＋ ( ｉ ＋ １) ×
ｐꎬａ０ ＋ ２( ｉ ＋ １) × ｐꎬａ０ ＋ ３( ｉ ＋ １) × ｐꎬ}ꎬ其
中 ａ０ ＝ ( ｉ × ｐ) ＋ ( ｉ ＋ １) × ｐ.

图 ２ 是 ｎ ＝ １ 时ꎬ图 １( ａ)中的 １ 周期芽

苞和 ２ 周期芽苞上的一个花瓣的 Ｉ１ 和 Ｉ２ 序

列以及 Ｉ１ 序列中的 ２ 周期芽苞与 ３ 周期芽

苞之间的 Ａ１ 与 Ａ２ 周期芽苞序列ꎬ此时ꎬａ０ ＝
(２ × １) ＋ (２ ＋ １) × １ ＝ ５. 图 ３ 给出了在图 １
中各 Ｍ 集上的 Ｉｐ(ｐ ＝ １ꎬ２)序列周期芽苞以

及 Ａ１ 与 Ａ２ 周期芽苞中选取参数ꎬ在相应迭

代映射的包含原点在内的周期窗口内的充满



第 ３ 期 陈　 宁等:复余弦解析映射的广义 Ｍ 集、充满 Ｊｕｌｉａ 集与其非线性迭代函数系的分形 ５７１　　

图 １　 复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的 Ｍ 集

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ Ｍ ｓｅｔｓ ｏｆ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)

Ｊｕｌｉａ 集ꎬ这种图形通过考察周期窗口中的点

是否到达其中的吸引周期轨道得到. 其中ꎬ图

３(ａ)是 ｎ ＝ １ 时ꎬ来自图 １( ａ)中 Ｉ１序列的 ２

和 ３ 周期芽苞之间的 Ａ１ 与 Ａ２ 芽苞序列的共

同起始芽苞(ａ０ ＝ (２ × １) ＋ (２ ＋ １) × １ ＝ ５)

中参数 λ１ 的充满 Ｊｕｌｉａ 集(５ 吸引周期轨道

的吸引域)ꎻ图 ３(ｂ)是 ｎ ＝ １ 时ꎬ来自图 １(ａ)

中 Ｉ１序列的 ３ 和 ４ 周期芽苞之间的 Ａ１ 与 Ａ２

芽苞序列的共同起始芽苞( ａ０ ＝ (３ × １) ＋

(４ ＋ １) × １ ＝ ７)中参数 λ２ 的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图

３(ｃ)是 ｎ ＝ １ 时ꎬ来自图 １(ａ)中 Ｉ１序列的第

６ 个芽苞中参数 λ３ 的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图 ３(ｄ)

是 ｎ ＝ ２ 时ꎬ来自图 １(ｂ)中 Ｉ１ 序列的 ２ 和 ３

周期芽苞之间的 Ａ１ 芽苞序列的第 ２ 个芽苞

中参数 λ１ 的具有 ７ 吸引周期轨道的充满

Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图 ３(ｅ)是 ｎ ＝ ２ 时ꎬ来自图 １(ｂ)中

Ｉ１序列中第 ４ 个芽苞中参数 λ２ 的具有 ４ 周

期吸引轨道的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图 ３( ｆ)是 ｎ ＝ ３

时ꎬ来自图 １(ｃ)中 Ｉ１序列中第 ５ 个芽苞中参

数 λ１ 的具有 ５ 周期吸引轨道的充满 Ｊｕｌｉａ

集ꎻ图 ３(ｇ)是 ｎ ＝ ３ 时ꎬ来自图 １(ｃ)中 Ｉ１序

列的 ２ 和 ３ 周期芽苞之间的 Ａ１ 芽苞序列的

第 ３ 个芽苞中参数 λ２ 的具有 ９ 吸引周期轨

道的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图 ３(ｈ)是 ｎ ＝ ４ 时ꎬ来自

图 １(ｄ)中 Ｉ１序列的 ３ 和 ４ 周期芽苞之间的

Ａ１ 与 Ａ２ 芽苞序列的共同起始 ７ 周期芽苞中

参数 λ１ 的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎻ图 ３( ｉ)是 ｎ ＝ ４ 时ꎬ

来自图 １(ｄ)中 Ｉ２序列中第 ４ 个芽苞中参数

λ２ 的具有 ８ 周期吸引轨道的充满 Ｊｕｌｉａ 集.
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图 ２　 复映射 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓ(ｚ)Ｍ 集上的 Ｉ１ꎬＩ２ꎬＡ１ 和 Ａ２ 周期芽苞序列分布示意图

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｕｄ － ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｏｆ Ｉ１ꎬＩ２ꎬＡ１ ａｎｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｍ ｓｅｔ ｆｒｏｍ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓ(ｚ)

图 ３　 周期窗口内复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的充满 Ｊｕｌｉａ 集及其吸引周期轨道

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｌｌｅｄ － ｉｎ Ｊｕｌｉａ ｓｅｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ａｔｔｒａｃｔｉｎｇ ｏｒｂｉｔｓ ｏｆ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ) ｉｎ ｔｈｅ ｃｙｃｌｅ ｗｉｎｄｏｗｓ

　 　 图 ４ 是图 ３(ｃ)、图 ３(ｅ)和图 ３( ｉ)的周

期窗口中的充满 Ｊｕｌｉａ 集在各自 ３ 个连续周

期窗口中的充满 Ｊｕｌｉａ 集图形. 事实上ꎬ图 ４

中的每个充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎬ在各自的 ３ 个周期窗

口中都分别有一条与图 ３ ( ｃ)、图 ３ ( ｅ) 和

图 ３( ｉ)窗口内相同的吸引周期轨道.
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图 ４　 复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)在 ｘ 轴方向

３ 个周期窗口内的充满 Ｊｕｌｉａ 集

Ｆｉｇ ４　 Ｔｈｅ ｆｉｌｌｅｄ － ｉｎ Ｊｕｌｉａ ｓｅｔｓ ｏｆ ｆ(ｚ) ＝λｃｏｓｎ(ｚ)ｉｎ ｔｈｅ
３ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｃｙｃｌｅ －ｗｉｎｄｏｗｓ ｏｎ ｔｈｅ ｘ － ａｘｌｅ

４　 余弦复映射族的 ＩＦＳ 及分形

采用复映射族 ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓｎ ( ｚ)的广义

Ｍ 集的高周期参数ꎬ可以通过逃逸时间算法

构造出在 ｘ 轴上连续排列的具有复杂分叉结

构的充满 Ｊｕｌｉａ 集图形. 每一个高周期参数下

的迭代映射在动力平面上的周期窗口中都有

一条大于 １ 的吸引周期轨道ꎬ这条吸引周期

轨道的吸引域就是图形结构随参数变化的充

满 Ｊｕｌｉａ 集. 然而ꎬ如果在 Ｍ 集中心的 １ 周期

区域挑选参数ꎬ所构造出的充满 Ｊｕｌｉａ 集图形

结构与图 ３ 或图 ４ 是显著不同的ꎬ充满 Ｊｕｌｉａ
集的结构单调. 在周期窗口内的所有不逃逸

点(充满 Ｊｕｌｉａ 集的内点)的迭代轨道全部收

敛到迭代映射在这个窗口内的 １ 周期吸引不

动点上ꎬ即 １ 周期参数构造的迭代映射在周

期窗口内是一个压缩映射. 由第 １ 节讨论可

知ꎬ２ 个以上的压缩映射可以构造一个迭代

函数系ꎬ进而生成分形. 因此ꎬ笔者在 ｎ ＝ １ 的

Ｍ 集的 １ 周期参数区域选取 ２ 个参数ꎬ如图

１(ａ)的参数 λ４ 和 λ４ꎬ组成一个迭代函数系

{ ｆλ４(ｚ) ＝ λ４ｃｏｓ( ｚ)ꎬ ｆλ４ ( ｚ) ＝ λ４ｃｏｓ( ｚ)}ꎬ在
包含原点(０ꎬ０)的周期窗口内ꎬ随机迭代 ｆλ４
(ｚ)或 ｆλ４(ｚ)ꎬ生成了分形ꎬ如图 ５ 所示. 图 ５
(ａ)和图 ５(ｂ)分别是复映射 ｆλ４(ｚ)和 ｆλ４(ｚ)
在周期窗口中的充满 Ｊｕｌｉａ 集ꎬ显然这样的充

满 Ｊｕｌｉａ 集没有图 ３ 或图 ４ 那样的丰富结构ꎬ
但是在 ２ 个充满 Ｊｕｌｉａ 集的公共吸引域(图 ５
(ｃ)中灰色区域)上ꎬ出现了迭代函数系的分

形ꎬ图 ５(ｄ)是这个分形的放大图. 这个实验

表明ꎬ用迭代映射族 ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)构造非

线性迭代函数系进而生成分形是可行的.

图 ５　 图 １(ａ)中参数 λ４ 与 λ４ 构造非线性迭代函数系的分形

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔａｌ ｏｆ ｔｈｅ ＩＦＳ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ λ４ ａｎｄ λ４ ｆｒｏｍ Ｆｉｇ. １(ａ)

　 　 从第 １ 节讨论可知ꎬ由式(１)和式(２)可
以构造平面上的线性 ＩＦＳꎬ且 ＩＦＳ 中的所有迭

代映射的吸引域都是相同的ꎬ是除无穷点外

的整张平面ꎬ这些映射的吸引不动点的公共

吸引域就是每个映射的吸引域. 线性迭代函

数系的分形可以选取平面上的任意有界点作

为初始迭代点构造出分形ꎬ因为无论初始点

如何选取ꎬ对 ＩＦＳ 中的任意一个迭代映射来

说都在其吸引不动点的吸引域中ꎬ因此ꎬ点的

迭代都会收敛到 ＩＦＳ 的分形上. 由于复映射



５７４　　 沈 阳 建 筑 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) 第 ３５ 卷

族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)的充满 Ｊｕｌｉａ 集随参数变

化而变化ꎬ因此ꎬ在相应的 Ｍ 集 １ 周期参数

区域(芽苞)上选取参数构造的迭代映射的 １
周期吸引不动点的吸引域也是变化的ꎬ并不

是任意选取 ２ 个以上的 １ 周期参数就可以构

造出有效的非线性迭代函数系. 然而ꎬ如果 Ｎ
个(Ｎ≥２)Ｍ 集 １ 周期参数下的迭代映射

{ ｆλｉ(ｚ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ}的所有充满 Ｊｕｌｉａ 集的

公共吸引域包含 Ｎ 个迭代映射在动力平面

上的吸引不动点ꎬ令这组迭代映射组成一迭

代函数系ꎬ则
ＩＦＳ:{Ｒ２:ｆλｉ(ｚ) ＝ λ ｉｃｏｓｎ(ｚ) ｜ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬ

Ｎꎻλ ｉ∈Ｍꎻｆλｉ(ｐｉ) ＝ ｐｉꎻｐｉ∈Ｉ Ｎ
ｉ ＝ １Ａ ｉ} . (７)

其中ꎬＭ 为复映射 ｆ( ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)的广

义 Ｍ 集ꎬλ ｉ 为 Ｍ 集中的 １ 周期参数ꎬｐｉ 为复

映射 ｆλｉ在动力平面上周期窗口中的吸引不

动点ꎬＡ ｉ 为复映射 ｆλｉ 在周期窗口中的充满

Ｊｕｌｉａ 集ꎬ即吸引不动点 ｐｉ 的吸引域. 式(７)
是笔者提出的关于采用复映射族 ｆ(ｚ) ＝

λｃｏｓｎ(ｚ)构造非线性 ＩＦＳ 的方法. 取 ｐ１ 为迭

代函数系式(７)的初始迭代点ꎬ随机迭代式

(７)构造出分形.
图 ６ 是复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)当 ｎ ＝

１ꎬ２ꎬ３ꎬ４ 时ꎬ在 Ｍ 集的 １ 周期参数区域随机

挑选 ２ 个以上的参数ꎬ构造迭代函数系式

(７)ꎬ在各自包含原点(０ꎬ０)的周期窗口内构

造出的分形图. 这些分形由在各 Ｍ 集 １ 周期

参数区域任选的 ２ 个、３ 个和 ４ 个参数构成

的式(７)定义的 ＩＦＳ 随机迭代生成. 由于复

映射族ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)的广义 Ｍ 集具有 Ｄ２

对称特性ꎬ所以ꎬ取 １ 周期参数区域的 ４ 个

Ｄ２ 对称的参数可以构造出 Ｄ２ 对称的分形.
也可以由多组 Ｄ２ 对称的参数生成分形ꎬ图 ６
(ｄ)是在 ｎ ＝ ４ 的 Ｍ 集的 １ 周期区域中选取

参数λ１ ＝ ０ １９３ ２５０ ＋ ｉ０ ３３４ ７１９ꎬ并选取与

这个参数成 Ｄ２ 对称的另外 ３ 个参数ꎬ以及在

ｘ 轴上与 λ１ 的模值相等的 ２ 个参数ꎬ共 ６ 个

参数构成的迭代函数系的分形.

图 ６　 用 Ｎ 个 １ 周期参数构造的复映射 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)的 ＩＦＳ 的分形

Ｆｉｇ ６　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔａｌｓ ｏｆ ＩＦＳｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆｒｏｍ Ｎ ｍａｐｐｉｎｇｓ ｏｆ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)ｗｉｔｈ １ － ｃｙｃｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　 　 图 ６ 表明用复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)构
造的非线性迭代函数系所生成的分形ꎬ可以

表达比线性迭代函数系更复杂的现象. 表 １

给出了构造图 ６ 其他分形的随机挑选的参数

和绘图范围等相关信息.
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表 １　 复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)构造 ＩＦＳ 的参数及相关绘图信息

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ＩＦＳｓ ｗｉｔｈ ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｎｇ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｒａｗｉｎｇ ｆｒａｃｔａｌｓ

图号 幂次 ｎ 参数(λ)
绘图窗口范围

Ｘｍｉｎ Ｘｍａｘ Ｙｍｉｎ Ｙｍａｘ

迭代次数 /
１０６ 次

图 ６(ａ) １
λ１ ＝ － ０ ３７２ ０４０ ＋ ｉ０ ７６２ ６００
λ２ ＝ － ０ ６７０ ７２０ ＋ ｉ０ ５８０ ３２０

－ １ ０９ － ０ ２６ － ０ ０３ ０ ８６ ２

图 ６(ｂ) ２

λ１ ＝ － ０ １４８ ０００ － ｉ０ １１４ ８００
λ２ ＝ ０ ８２４ ０００ － ｉ０ ３６１ ２００
λ３ ＝ ０ ９２４ ０００ － ｉ０ ２９９ ６００

０ ００ １ ２０ － ０ ６９ ０ ５１ ５０

图 ６(ｃ) ２

λ１ ＝ ０ ０８０ ０００ － ｉ０ ５００ ０００
λ２ ＝ － ０ ４８０ ０００ ＋ ｉ０ １８０ ０００
λ３ ＝ ０ ９００ ０００ － ｉ０ １４０ ０００

－ １ ０９ １ ６８ － １ ５６ １ ２１ １０

图 ６(ｄ) ３

λ１ ＝ ０ １９３ ２５０ ＋ ｉ０ ３３４ ７１９
λ２ꎬλ３ 和 λ４ 是 λ１ 的 Ｄ２ 对称参数

λ５ ＝ ０ ３８６ ５ꎬλ６ ＝ － ０ ３８６ ５
－ ０ ７４ ０ ７４ － ０ ７４ ０ ７４ ２０

图 ６(ｅ)
４

λ１ ＝ ０ ３２０ ０００ － ｉ０ ３２０ ０００
λ２ ＝ ０ ２２０ ０００ ＋ ｉ０ ０００ ０００
λ３ ＝ ０ ７００ ０００ － ｉ０ １００ ０００

－ ０ １１ ０ ８９ － ０ ５５ ０ ４５ ３ ０００

图 ６( ｆ) ４

λ１ ＝ ０ ５２０ ０００ － ｉ０ ２４０ ０００
λ２ ＝ － ０ ２４０ ０００ ＋ ｉ０ ２６０ ０００
λ３ ＝ ０ ０００ ０００ － ｉ０ ３００ ０００

－ ０ ５１ ０ ９１ － ０ ７４ ０ ６８ ９０

５　 结　 论

复映射族 ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)在动力平面上

的 ｘ 轴方向有可数无穷多周期窗口ꎬｎ 为奇

数时ꎬ周期为 ２πꎻｎ 为偶数时ꎬ周期为 π. 原点

(０ꎬ０)是动力平面上中心周期窗口内复映射

ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)的极值点. 判断给定参数下

迭代映射关于原点轨道是否有界ꎬ可以构造

ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ(ｚ)在参数平面上的广义 Ｍ 集.
广义 Ｍ 集上以 Ｉｐ(ｐ ＝ １ꎬ２ꎬ)、Ａ１ 和 Ａ２ 芽

苞序列形式排列着层层自相似周期芽苞区

域. 在周期值大于 １ 的芽苞区域挑选参数ꎬ可
以构造出在 ｘ 轴上重复排列的随吸引周期轨

道值变化的分叉充满 Ｊｕｌｉａ 集. 在广义 Ｍ 集

的 １ 周期参数区域随机挑选 Ｎ 个参数ꎬ构造

式( ７ ) 给出的 ＩＦＳꎬ 可以构造由 ｆ ( ｚ) ＝
λｃｏｓｎ(ｚ)迭代映射组成的迭代函数系ꎬ并随

机迭代生成分形. 由于迭代映射族 ｆ( ｚ) ＝
λｃｏｓｎ(ｚ)的广义 Ｍ 集具有 Ｄ２ 对称特性ꎬ可
以在广义 Ｍ 集的 １ 周期参数区域挑选一组

或多组 Ｄ２ 对称参数构造出 Ｄ２ 对称分形. 笔
者所提出的方法可以大量构造由复映射族

ｆ(ｚ) ＝ λｃｏｓｎ( ｚ)构成的非线性迭代函数系ꎬ
并生成新颖分形.
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