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一类超静定变截面压杆临界荷载的优化算法
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摘　 要 目的 研究一端固定ꎬ一端链杆约束的一类超静定变截面梁临界载荷的优化

算法原理ꎬ探讨超静定压杆临界载荷数值方法. 方法 基于差分原理和优化基本原理ꎬ
运用差分方法将平衡状态下非线性微分方程离散化. 以杆件每个离散点挠度ꎬ临界荷

载和多余约束力为设计变量ꎬ以临界载荷所满足差分方程与边界条件构建目标函数ꎬ
在 Ｆｏｒｔｒａｎ － ＰｏｗｅｒＳｔａｔｉｏｎ 环境下ꎬ编制优化程序ꎬ进行常截面梁与变截面梁具体算例

分析对比. 结果 提出了一类超静定变截面压杆的临界载荷的无约束优化算法ꎬ并验

证了方法的正确性和有效性. 结论 算法能够有效解决工程中变截面超静定梁结构临

界载荷的计算问题ꎬ为工程设计与分析提供支持.
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ｂｅａｍ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ａｎｄ ｃｏｕｌｄ ｐｒｏｖｉｄｅ ｓｏｍｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｂａｒꎻｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄꎻｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒ￣
ｅｎｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎻｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎻｐｒｏｇｒａｍ ｄｅｓｉｇｎ

　 　 轴心受压承压杆件稳定临界载荷的计算

是工程结构中重要问题. 根据压杆两端不同

约束情况ꎬ形成静定约束承压杆和超静定约

束承压杆ꎬ超静定约束承压杆未知量除临界

载荷ꎬ还有多余的约束力. 若截面为常截面ꎬ
运用材料力学或结构力学理论ꎬ直接通过欧

拉公式和近似公式计算大柔度和中柔度压杆

临界载荷[１ － ２] . 而对于变截面压杆ꎬ通常没有

相应临界载荷解析表达式ꎬ只能求解近似解.
多采用实验法、传递函数和有限单元法等方

法ꎬ理论分析与计算过程都较为繁琐[３ － ９] .
变截面杆件稳定性问题分析实质是求解

含有临界载荷的非线性微分方程ꎬ构造有效

的数值算法. 笔者等[１０ － １１]曾针对简支梁静定

变截面压杆临界载荷计算问题ꎬ通过差分法

和优化算法的结合ꎬ提出了临界载荷的数值

迭代算法和优化算法. 精确获得临界载荷的

计算. 在此基础上ꎬ笔者引入动态设计变量优

化原理[１２ － １３]ꎬ探讨一端固定ꎬ一端链杆约束

的一类超静定变截面压杆稳定的临界载荷的

优化计算方法ꎬ算法能够有效解决工程中变

截面超静定梁结构临界载荷的计算问题ꎬ为
工程设计与分析提供支持.

１　 超静定变截面压杆临界载荷

求解问题分析

　 　 图 １ 为一端固定ꎬ一端链杆约束的超静

定变截面受压杆达到一阶稳定状态的受力

图. 图中压杆长度为 ｌꎬ弯曲刚度为 ＥＩ( ｘ)随
坐标 ｘ 变化. Ｆｃｒ、ＦＢ 分别为未知的临界载荷

和多余约束力. 将压杆沿 ｘ 坐标轴离散分成

ｎ 段ꎬΔｘ ＝ ｌ / ｎꎬ节点的坐标:ｘｉ ＝ ｉΔｘꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬｎ. ｗ 为挠度值ꎬ对应挠度坐标为 ｗｉꎬｉ ＝
０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｎꎬ挠曲轴线离散点坐标为 ( ｘｉꎬ
ｗｉ)ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ. 左端 Ａꎬｗ０ ＝ ｗ′

０ ＝ ０ꎬ右

端点 Ｂꎬｗｎ ＝ ０.

图 １　 轴心受压杆件受力图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｐｒｅｓｓｅｄ ｒｏｄ

　 　 杆件挠曲轴线微分方程:
ＥＩ(ｘ)ｗ″ ＝Ｍ(ｘ) . (１)
而 Ｍ(ｘ) ＝ － Ｆｃｒｗ － ＦＢ( ｌ － ｘ)ꎬ将 Ｍ(ｘ)

代入式(１)得:
ＥＩ(ｘ)ｗ″ ＝ － Ｆｃｒｗ － ＦＢ( ｌ － ｘ) . (２)
应用差分原理ꎬ将导数项表示为差商公

式 ｗ″
ｉ ＝

ｗｉ ＋ １ － ２ｗｉ ＋ ｗｉ － １

Δｘ２ ꎬ代入变截面条件

ＥＩ(ｘｉ) ＝ ＥＩｉꎬ杆件离散化的充分方程为

ＥＩｉ
ｗｉ ＋ １ － ２ｗｉ ＋ ｗｉ － １

Δｘ２ ＋ Ｆｃｒ ｗｉ ＋ ＦＢ ( ｌ －

ｘｉ) ＝ ０ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １ꎬ

或:
ＥＩｉ
ＥＩ０

(ｗｉ ＋ １ － ２ｗｉ ＋ ｗｉ － １) ＋
ＦｃｒΔｘ２

ＥＩ０
ｗｉ ＋

ＦＢΔｘ２

ＥＩ０
( ｌ － ｘｉ) ＝ ０ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １. (３)

式中:ＥＩ０ ＝ ＥＩ(０) .
式(３)为含 ｗｉꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １、临界荷

载 Ｆｃｒ和多余约束 ＦＢ 未知量总数为 ｎ ＋ １ꎬ方
程总数为 ｎ － １ 的非线性差分方程.

考虑图 １ 杆件左边界 Ａ 点处为固定约

束条件ꎬ该位置杆件无转角ꎬ通过补点可得:

２ｗ１ ＋ (
ＦＢΔｘ２

ＥＩ０
) ｌ ＝ ０. (４)

在临界力 Ｆｃｒ作用下ꎬ挠曲轴线构成一种

形态ꎬ而挠度值 ｗ 的大小具有相对关系的ꎬ
即所求解为一组模态解. 设给定其中 Ｋ 点处

ｘＫ 挠度值 ｗＫꎬ为求解方便ꎬ增加方程:
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ｗＫ ＝ ｃ. (５)
式中:ｃ 为给定的正常数

此时方程组中添加式(４)与式(５)ꎬ方程

总个数为 ｎ ＋ １ꎬ含有 ｗｉꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １ꎬｉ≠
Ｋ、临界力 Ｆｃｒ和多与约束 ＦＢ 共 ｎ ＋ １ 个未知

量ꎬ即挠曲轴线是唯一的ꎬ理论上可由式(３)
唯一确定.

为了简化计算ꎬ若设:
ＥＩｉ
ＥＩ０

＝ ｂｉꎬ
ｗｉ

ｌ ＝ Ｗｉꎬ

ＦｃｒΔｘ２

ＥＩ０
＝ ｆｒꎬ

ＦＢΔｘ２

ＥＩ０
＝ ｆｂꎬ代入式(３)ꎬ可得无量

纲化差分方程:
ｂｉ(Ｗｉ ＋ １ － ２Ｗｉ ＋ Ｗｉ － １ ) ＋ ｆｒＷｉ ＋ ｆｂ (１ －

Ｗｉ) ＝ ０ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ － １. (６)
同样ꎬ对应的式(４)ꎬ(５)的无量纲化方程为

２Ｗ１ ＋ ｆｂ ＝ ０ꎬ (７)
ＷＫ － ｃ ＝ ０. (８)
针对变截面问题形成的非线性差分方程

组不能运用解析法求解ꎬ因此要构造临界荷

载的优化求解思想[１４ － １５] .

２　 超静定变截面压杆临界载荷

最优化求解原理

２. １　 临界载荷求解的最优化

超静定变截面压杆的临界荷载的无约束优

化.
ｍｉｎ( ｆ(ｚ)) . (９)

式中: ｚ ∈ ＲＮ 称为动态设计变量ꎬＮ ＝ ｎ ＋ １
为动态设计变量 ｚ 维数.

ｚｊ ＝ Ｗｊꎬｊ ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｎ －１ꎬｚｎ ＝ ｆｒꎬｚＮ ＝ ＦＢ.
ｆ(ｚ) 为目标函数:

ｆ(ｚ) ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝１
[(ｂｉ(Ｗｉ＋１ － ２Ｗｉ ＋ Ｗｉ－１) ＋

ｆｒＷｉ ＋ ｆｂ (１ －Ｗｉ)] ２ ＋ (ＷＫ － ｃ) ２ ＋ (２Ｗ１ ＋
ｆｂ) ２ . (１０)

此优化形式的目的就是要通过对 ｚ ＝ ｚ∗

的搜寻得出所求优化函数的极小值 ｆ(ｚ∗) →０.
２. ２　 程序结构和流程

超静定刚架临界荷载的求解是将求解非

线性方程组的过程转化为求解无约束优化的

过程[１６]ꎬ求解程序采用 Ｆｏｒｔｒａｎ － Ｐｏｗｅｒｓｔａ￣
ｔｉｏｎ 语言程序设计ꎬ程序组成包括:① 主程

序ꎻ② 多维 Ｐｏｗｅｌｌ 法子程序ꎻ③进退法子程

序ꎻ④ 黄金分割法子程序ꎻ⑤ 目标函数子

段. 优化程序流程如图 ２ 所示.

图 ２　 优化程序流程图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ

２. ３　 计算精度判定条件

通过前后节点加密ꎬ所对应计算临界载

荷值相对误差满足[１７]:

　 　
Ｆｃｒ

(ｋ ＋ １) － Ｆｃｒ
(ｋ)

Ｆｃｒ
(ｋ) < εｒ . (１１)

式中:ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ.
节点位移相对误差满足[１８]:

∑
ｎ

ｉ ＝１

１
ｎ

ｗ(ｋ＋１) － ｗ(ｋ)

ｗ(ｋ) < εｒ . (１２)

３　 算例分析

３. １　 常截面梁求解算例

常截面梁临界荷载的求解如图 １ 所示梁

杆件ꎬ杆件的长度为 ｌꎬ杆件的截面弯曲刚度

ＥＩꎬ取设计变量数量 ｎ ＝ ２１ 时ꎬ取初值:ｚｉ ＝
ｒａｎｄ( )ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２１ꎬ其中ꎬｚ１ ~ ｚ１９ 表示挠

度ꎬｚ２０表示无量纲临界荷载 ｆｒꎬｚ２１表示无量纲
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多余约束 ｆｂꎬ多维 Ｐｏｗｅｌｌ 无约束精度 ｅ ＝
１０ － ７ꎬ黄金分割精度 ｅ１ ＝ １０ － ４ .

　 　 程序计算 ８ ５６８ 轮ꎬ共 ６６８ ３０４ 次ꎬ目标函

数达到预设精度.２１ 个变量计算结果见表 １.
表 １　 ｎ ＝ ２１ 设计变量的优化计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｈｅｎ ｎ ＝ ２１

动态变量 计算结果 动态变量 计算结果 动态变量 计算结果

ｚ１ ０. ０１９ ３ ｚ８ ０. ８０１ ７ ｚ１５ ０. ９０３ ２
ｚ２ ０. ０７４ ３ ｚ９ ０. ９１３ ２ ｚ１６ ０. ７７０ ９
ｚ３ ０. １６０ ３ ｚ１０ １. ０００ ０ ｚ１７ ０. ６０７ ５
ｚ４ ０. ２７１ ０ ｚ１１ １. ０５６ ０ ｚ１８ ０. ４１９ ４
ｚ５ ０. ３９９ １ ｚ１２ １. ０７６ ２ ｚ１９ ０. ２１４ １
ｚ６ ０. ５３６ １ ｚ１３ １. ０５７ ９ ｚ２０ ０. ０５０ ２
ｚ７ ０. ６７３ ２ ｚ１４ ０. ９９９ ９ ｚ２１ ０. ０３８ ６

　 　 对应的无量纲临界载荷和多余约束为

ｆｒ ＝ ｚ２０ ＝ ０. ０５０ ２ꎬｆｂ ＝ ｚ２１ ＝ ０. ０３８ ６.
对应的临界荷载与多余约束为

Ｆｃｒ ＝
ｆｒＥＩ
Δｘ２ ＝ ０. ０５０ ２ × ２０２ ＥＩ

ｌ２
＝ ２０. ０８ ＥＩ

ｌ２
ꎬ

ＦＢ ＝
ｆｂＥＩ
Δｘ２ ＝ ０. ０３８ ６ × ２０２ ＥＩ

ｌ２
＝ １５. ４４ ＥＩ

ｌ２
.

将该结果与准确值对比:
Ｆｃｒ － π２ＥＩ / (０. ７ｌ) ２

π２ＥＩ / (０. ７ｌ) ２ ＝

｜２０. ０８ － ２０. １４
２０. １４ ｜ ＝ ０. ００３ ０８ ＝ ０. ３０８％ .

与欧拉公式得到的误差为 ０. ３０８％ ꎬ验
证了算法的有效性.
３. ２　 变截面梁求解算例

图 ３ 为长度 ｌ ＝ １ ｍ 的变截面杆件ꎬ弯曲

刚度为ＥＩ( ｘ)ꎬ变截面高度为ｈꎬ小头截面高

图 ３　 一端固定一端铰支受压杆件变截面示意图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｋｅｔｃｈ ｍａｐ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ ｃｏｍ￣
ｐｒｅｓｓｉｏｎ ｂａｒ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ ａｎｄ ｏｎｅ
ｅｎｄ ｈｉｎｇｅｄ

度为 ａ ＝ ２０ ｍｍꎬ 大 头 截 面 高 度 为 ｂ ＝
４０ ｍｍꎬ截面宽度为 ｃ ＝ ２０ ｍｍ. 求解该变截

面杆件的临界荷载.
　 　 变截面梁临界荷载求解. 由于杆件各个

截面的惯性矩随截面尺寸的变化而变化ꎬ即
关系式为

ｈ(ｘ) ＝ ｂ ＋ (ａ － ｂ)ｘ
ｌ ꎬＩ(ｘ) ＝ １

１２ｃｈ
３(ｘ)ꎬ

ｂ(ｘ) ＝ ＥＩ(ｘ)
ＥＩ０

＝ ｈ３(ｘ)
ｂ３ . (１３)

取段数 ｍ ＝ ２０ꎬ此时设计变量为 ｎ ＝ｍ ＋
１ ＝２１ꎬ取初值:ｚｉ ＝ ｒａｎｄ()ꎬｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２１ꎬ其中ꎬ
ｚ１ ~ ｚ１９表示挠度ꎬｚ２０表示无量纲临界荷载 ｆｒꎬｚ２１
表示无量纲多余约束 ｆｂꎬ多维 Ｐｏｗｅｌｌ 无约束精

度 ｅ ＝１０ －７ꎬ黄金分割精度 ｅ１ ＝１０ －４ . 优化程序

通过 ３ ２７３ 轮ꎬ共 ４２５ ４９０ 次优化计算ꎬ达到程

序设定精度.设计变量优化结果如表 ２ 所示.
　 　 因此ꎬ对应的无量纲临界载荷和无量纲

多余约束为

ｆｒ ＝ ｚ２０ ＝ ０. ０１８ ３ꎬ ｆｂ ＝ ｚ２１ ＝ － ０. ０２３ ９.
则临界荷载与多余约束分别为

Ｆｃｒ ＝０. ０１８ ３
ＥＩ０
Δｘ２

＝ ０. ０１８ ３ × ４００ ×
ＥＩ０
ｌ２

＝

０􀆰 ０１８ ３ × ４００ × ２００ ０００ × １
１２ × ｃｂ３

ｌ ＝

０. ０１８ ３ × ４００ × ２００ ０００ × １
１２ × ２０ × ４０３

１ ０００２ ＝

１５６ １６０ Ｎ ＝ １５６. １６０ ｋＮꎬ
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ＦＢ ＝ ｆｂＥＩ
Δｘ２ ＝ ＦＢ ＝ － ０. ０２３ ８５９

ＥＩ０
Δｘ２ ＝

－ ０. ０２３ ８５９ × ４００ ×
ＥＩ０
ｌ２

＝ － ０. ０２３ ８５９ ×

４００ × ２００ ０００ × １
１２ × ｃｂ３

ｌ ＝ － ０. ０２３ ８５９ ×

４００ × ２００ ０００ × １
１２ × ２０ × ４０３

１ ０００２ ＝

－ ２０３ ５９６. ８ Ｎ ＝ － ２０３. ５９７ ｋＮ.
　 　 即 所 求 变 截 面 梁 的 临 界 荷 载 为

１５６.１６０ ｋＮꎬ右端多余约束力为 ２０３.５９７ ｋＮ.

表 ２　 ｎ ＝ ２１ 设计变量的优化计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｈｅｎ ｎ ＝ ２１

动态变量 计算结果 动态变量 计算结果 动态变量 计算结果

ｚ１ ０. ０１１ ９ ｚ８ ０. ７０５ ０ ｚ１５ １. ２６７ ７
ｚ２ ０. ０４８ １ ｚ９ ０. ８５５ ２ ｚ１６ １. １５０ ９
ｚ３ ０. １０８ ３ ｚ１０ １. ０００ ０ ｚ１７ ０. ９５８ ７
ｚ４ ０. １９１ ６ ｚ１１ １. １２９ ６ ｚ１８ ０. ６９３ ０
ｚ５ ０. ２９６ ２ ｚ１２ １. ２３３ １ ｚ１９ ０. ３６５ ５
ｚ６ ０. ４１９ ５ ｚ１３ １. ２９８ ６ ｚ２０ ０. ０１８ ３
ｚ７ ０. ５５７ ５ ｚ１４ １. ３１４ ０ ｚ２１ － ０. ０２３ ９

　 　 在设定精度条件下ꎬ根据所得结果绘制

该变截面梁在临界荷载作用下的挠度曲线

(见图 ４) .
　 　 采用加密离散节点方法对超静定变截面

压杆临界荷载求解结果评定. 取段数 ｍ ＝ ４０ꎬ
加密点增加一倍ꎬ此时设计变量为 ｎ ＝ ｍ ＋
１ ＝ ４１. 取初值:ｚｉ ＝ ｒａｎｄ()ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２１. 其
中 ｚ１ ~ ｚ３９表示挠度ꎬｚ４０表示无量纲临界荷载

ｆｒꎬｚ４１表示无量纲多余约束力 ｆｂꎬ多维 Ｐｏｗｅｌｌ
无约束精度 ｅ ＝ １０ － ７ꎬ黄金分割精度 ｅ１ ＝
１０ － ４ . 优化程序经 ５ ２１３ 轮优化计算ꎬ 共

２１３ ７３３次ꎬ达到程序设定精度. 将设计变量

优化结果如表 ３ 所示.

图 ４　 杆件在临界荷载作用下的挠度曲线

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｂａｒ ｕｎｄｅｒ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｏａｄ

表 ３　 ｎ ＝ ４１ 设计变量的优化计算结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｄｅｓｉｇｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｚ１ ~ ｚ４１ ｗｈｅｎ ｎ ＝ ４１

动态变量 计算结果 动态变量 计算结果 动态变量 计算结果

ｚ１ ０. ００２ ９ ｚ１５ ０. ６１３ ３ ｚ２９ １. ３７６ ６
ｚ２ ０. ０１１ ５ ｚ１６ ０. ６８８ ９ ｚ３０ １. ３５０ ６
ｚ３ ０. ０２５ ８ ｚ１７ ０. ７６６ ４ ｚ３１ １. ３０４ ９
ｚ４ ０. ０４５ ９ ｚ１８ ０. ８４４ ８ ｚ３２ １. ２３８ ４
ｚ５ ０. ０７１ ６ ｚ１９ ０. ９２３ １ ｚ３３ １. １５０ ４
ｚ６ ０. １０３ １ ｚ２０ １. ０００ ０ ｚ３４ １. ０４０ ５
ｚ７ ０. １４０ １ ｚ２１ １. ０７４ ３ ｚ３５ ０. ９０９ ２
ｚ８ ０. １８２ ６ ｚ２２ １. １４４ ５ ｚ３６ ０. ７５７ ４
ｚ９ ０. ２３０ ５ ｚ２３ １. ２０９ ０ ｚ３７ ０. ５８７ １
ｚ１０ ０. ２８３ ５ ｚ２４ １. ２６６ ２ ｚ３８ ０. ４０１ ３
ｚ１１ ０. ３４１ ４ ｚ２５ １. ３１４ ２ ｚ３９ ０. ２０３ ８
ｚ１２ ０. ４０３ ８ ｚ２６ １. ３５１ ２ ｚ４０ ０. ００４ ５
ｚ１３ ０. ４７０ ２ ｚ２７ １. ３７５ ３ ｚ４１ － ０. ００６ ０
ｚ１４ ０. ５４０ ２ ｚ２８ １. ３８４ ３
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　 　 因此ꎬ对应的无量纲临界载荷和无量纲

多余约束为

ｆｒ ＝ ｚ４０ ＝ ０. ００４ ５ꎬ ｆｂ ＝ ｚ４１ ＝ －０. ００６ ０.
由于设定相对误差值皆为 εｒ ＝ ５％ .

则: Ｆｒ
(ｋ＋１) － Ｆｒ

(ｋ)

Ｆｒ
(ｋ) ＝

０.００４ ５ ×１ ６００ －０.０１８ ３ ×４００
０.０１８ ３ ×４００

＝２.３％ <εｒ.

∑
ｎ

ｉ ＝１

１
ｎ

ｗｉ
(ｋ＋１) － ｗｉ

(ｋ)

ｗｉ
(ｋ) ＝ ４. ２５％ < εｒ .

　 　 表明加密节点[１９ － ２０] 后的临界荷载误差

和位移误差均在 ５％ 误差限内. 表明为所需

临界载荷.

４　 结　 论

(１)基于差分和优化基本原理ꎬ提出一

端固定ꎬ一端链杆约束的一类超静定变截面

梁临界载荷的优化算法原理ꎬ编程分析计算

了常截面和变截面压杆临界载荷求解算例.
(２)通过对比和误差分析ꎬ算法能够有

效解决工程中变截面超静定梁结构临界载荷

的计算问题ꎬ为工程设计与分析提供所需支

持.
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