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行波激励下单层单跨结构地震响应解析解

李文博ꎬ刘铁林

(沈阳建筑大学土木工程学院ꎬ辽宁 沈阳 １１０１６８)

摘　 要 目的 研究地震波中频率成分对小跨度结构响应行波效应的影响ꎬ以探究小

跨度结构地震行波效应的产生机理ꎮ 方法 给出地震行波激励下单层单跨结构的动

力平衡方程ꎬ使用相对运动法对方程进行求解ꎻ推导地震行波激励下屋面绝对位移和

柱剪力的解析解ꎬ分别研究低频成分丰富和低频成分不丰富地震波激励下的峰值柱

剪力ꎮ 结果 地震行波激励下柱剪力解析解不仅与时间延迟有关ꎬ还与结构基频和激

励频率比值的平方有关ꎻ对于低频成分丰富的地震波ꎬ行波激励下峰值柱剪力大于一

致激励下峰值柱剪力ꎻ相反ꎬ对于低频成分不丰富的地震波ꎬ行波激励下峰值柱剪力

要小于一致激励下峰值柱剪力ꎮ 结论 结构响应地震行波效应除取决于时间延迟外ꎬ
还取决于地震波中的低频成分ꎻ在低频成分丰富的地震波激励下ꎬ小跨度结构会产生

行波效应ꎬ且低频成分越丰富的地震波ꎬ行波效应越显著ꎻ在低频成分不丰富的地震

波激励下ꎬ不会产生行波效应ꎮ

关键词 小跨度结构ꎻ地震激励ꎻ解析解ꎻ行波效应ꎻ低频成分
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　 　 ２０ 世纪 ６０ 年代ꎬＪ. Ｌ. Ｂｏｇｄａｎｏｆｆ 等[１] 率

先研究了大跨度桥梁地震响应行波效应之

后ꎬ关于大跨度桥梁或大跨度空间建筑结构

等大跨度结构响应地震行波效应的研究也逐

渐增多ꎬ而小跨度建筑结构响应地震行波效

应的研究相对较少ꎮ 小跨度建筑结构地震行

波效应的研究主要是针对行波激励下结构扭

转响应方面的研究ꎮ 建筑结构在非一致激励

下的地震扭转响应主要由行波产生的基础扭

转激励和空间变化多点激励两种激励方式产

生[２]ꎮ Ｎ. Ｍ. Ｎｅｗｍａｒｋ[３] 于 １９６９ 年开展了

关于基础扭转激励下建筑结构扭转响应的研

究ꎬ随后部分学者也研究了建筑结构在扭转

激励下的结构响应ꎮ 韩淼等[４ － ６]研究了对称

建筑结构的扭转响应ꎬ结果表明ꎬ在扭转激励

下ꎬ对称结构也会产生较大的扭转响应ꎮ 一

些学者[７ － ９]还研究了非对称建筑结构在扭转

激励下的扭转响应ꎬ结果表明ꎬ在一些情况

下ꎬ扭转激励对结构响应的影响比结构不对

称产生的影响更大ꎮ 此外ꎬ阳栋等[１０ － １３]针对

小跨度建筑结构ꎬ研究了行波效应和非相干

效应引起的空间变化地震多点激励下扭转响

应ꎬ结果表明ꎬ结构固有频率对多点激励下建

筑结构扭转响应有显著影响ꎮ 上述关于小跨

度建筑结构扭转响应行波效应研究采用的是

数值方法ꎮ 刘铁林等[１４] 针对单层对称和单

层偏心框架结构ꎬ采用解析途径给出了正弦

行波激励下结构扭转响应解析解ꎬ并研究了

激励频率对行波效应的影响ꎬ结果表明ꎬ激励

频率在低于基频的一定范围ꎬ激励频率越低ꎬ
柱剪力行波效应越显著ꎮ

关于地震行波激励下建筑结构纯平动响

应(地震动传播和激励在同一方向)行波效

应的研究比较少ꎮ Ｍ. Ａｌｌａｍ[１５] 采用随机方

法研究了单层单跨以及单层两跨平面框架在

行波激励下的结构响应ꎬ结果表明ꎬ即使对于

跨度相对较小的平面框架ꎬ行波效应的影响

也可能是显著的ꎮ 刘铁林等[１６] 针对多层多

跨钢筋混凝土框架结构ꎬ研究其在行波激励

下的地震响应ꎬ得到了小跨度结构在进行地

震响应分析时不应忽略行波效应的结论ꎮ 上

述研究表明:小跨度结构响应存在行波效应ꎬ
考虑到小跨度结构的时间延迟很小ꎬ其行波

效应的产生应该还和其他因素有关ꎬ小跨度

结构地震行波效应问题既然属于动力学问

题ꎬ其应该与地震波中的频率成分有关ꎬ通过
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查阅有关小跨度建筑结构行波效应的文献ꎬ
关于频率成分对小跨度结构行波效应影响的

研究未见报道ꎮ
综上所述ꎬ笔者针对一个单层单跨结构ꎬ

通过解析途径研究地震波中频率成分对结构

响应行波效应的影响ꎬ给出单层单跨结构在

行波激励下的动力平衡方程ꎬ使用相对运动

法求解方程ꎬ推导地震行波激励下屋面绝对

位移及柱剪力级数形式的解析解ꎻ并利用柱

剪力解析解研究地震波中频率成分对结构响

应行波效应的影响ꎮ 研究表明:小跨度结构

地震行波效应不仅取决于时间延迟ꎬ还取决

于地震波的低频成分ꎬ两者的共同作用会使

小跨度结构产生地震行波效应ꎮ

１　 动力平衡方程

１. １　 单层单跨结构

图 １ 为单层单跨结构ꎬ其可用作钢筋混

凝土厂房或车库ꎬ也可用作平板网架屋面与

柱子间铰接的厂房或加油站罩棚等ꎬ因此该

结构屋面与柱子之间既可采用刚接ꎬ也可采

用铰接ꎮ 结构在 ｘ 方向和 ｙ 方向分别为单跨

和 Ｎ 跨ꎬｘ 方向的跨度为 ｂꎬ而 ｙ 方向任一跨

的跨度为 ａꎮ 各柱均完全相同ꎮ 地震动传播

和激励方向相同ꎬ均沿 ｘ 方向ꎮ 左排和右排

柱子底部的地震动加速度分别为 ｕ̈ｇＬ和 ｕ̈ｇＲꎮ

图 １　 单层单跨结构行波激励示意图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｐａｓｓａｇｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ￣

ｓｐａｎꎬｏｎｅ￣ｓｔｏｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

１. ２　 动力平衡方程及求解

多点激励下关于上部结构自由度的动力

平衡方程为[１７]

Ｍｓ ｕ̈ ＋Ｍｓｇ ｕ̈ｇ ＋ Ｃｓ ｕ̇ ＋ Ｃｓｇ ｕ̇ｇ ＋ Ｋｓｕ ＋ Ｋｓｇｕｇ ＝ ０.

(１)
式中:Ｍｓ、Ｃｓ 和 Ｋｓ 分别为上部结构的质量、
阻尼和刚度矩阵ꎻＭｓｇ、Ｃｓｇ和 Ｋｓｇ分别为上部

结构与支撑点耦合的质量、阻尼和刚度矩阵ꎻ
ｕ 和 ｕｇ 分别为上部结构和支撑点自由度的

绝对位移向量ꎮ 采用相对运动法[１７ － １８] 求解

方程(１)ꎬ上部结构绝对位移等于拟静力位

移和动力量位移之和:
ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｄ . (２)

式中:ｕｓ 和 ｕｄ 分别为上部结构自由度的拟

静力和动力量位移向量ꎮ
针对图 １ 中单层单跨结构推导地震行波

激励下结构响应解析解时ꎬ如果该结构用作

钢筋混凝土厂房或车库ꎬ屋面采用刚性屋面ꎻ
如果用作平板网架屋面与柱子间铰接的厂房

或加油站罩棚ꎬ仅需假设屋面在 ｘ 方向拉压

刚度无穷大ꎮ 忽略柱的质量ꎬ针对图 １ 中结

构ꎬ动力平衡方程可具体化为

Ｍｕ̈ ＋ Ｃｕ̇ ＋ Ｋｕ ＝ Ｋ
２ (ｕｇＬ ＋ ｕｇＲ) . (３)

式中:ｕ 为屋面 ｘ 方向绝对位移ꎻｕｇＬ和 ｕｇＲ分

别为左排支撑点和右排支撑点 ｘ 方向绝对位

移ꎻＭ 为屋面质量ꎻＣ 为黏滞阻尼系数ꎻＫ ＝
(Ｎ ＋ １)ｋꎬ为所有柱 ｘ 方向侧移刚度之和ꎬ其
中ꎬｋ 为任意柱 ｘ 方向侧移刚度ꎮ

等式两端同除以 Ｍꎬ式(３)可改写为

ｕ̈ ＋ ２ξωｕ̇ ＋ ω２ｕ ＝ ω２

２ (ｕｇＬ ＋ ｕｇＲ) . (４)

式中:ξ 为阻尼比ꎻω ＝ Ｋ / Ｍ为结构基频ꎮ
利用相对运动法求解平衡方程ꎬ则由式

(２)可得:
ｕ ＝ ｕｓ ＋ ｕｄ . (５)

式中:ｕｓ 和 ｕｄ 分别代表屋面拟静力位移和动

力量位移ꎮ 忽略式(４)中的惯性力和阻尼力

项ꎬ利用静力计算得到拟静力位移为

ｕｓ ＝ １
２ (ｕｇＬ ＋ ｕｇＲ) . (６)

将式(５)和式(６)代入式(４)ꎬ可得关于
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动力量位移的动力平衡方程为

ｕ̈ｄ ＋ ２ξωｕ̇ｄ ＋ ω２ｕｄ ＝ － １
２ ( ｕ̈ｇＬ ＋ ｕ̈ｇＲ) .

(７)
对于行波激励ꎬ ｕ̈ｇＲ ( ｔ) ＝ ｕ̈ｇＬ ( ｔ － ｂ / ｖ)ꎬ

ｕｇＲ( ｔ) ＝ ｕｇＬ( ｔ － ｂ / ｖ)ꎬｖ 为视波速ꎮ

２　 地震行波激励下结构响应解

析解

２. １　 支撑点处地震动加速度和位移时程

由文献[１９]可知地震动加速度时程和

位移时程的构成公式为

ｕ̈ｇ( ｔ) ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
Ａｇｉｓｉｎθｉ ｔꎬｔ ∈ [０ꎬＴ] . (８)

ｕｇ( ｔ) ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
－
Ａｇｉ

θ２
ｉ
ｓｉｎθｉ ｔ ＋

Ａｇｉ

θｉ
ｔ[ ]ꎬｔ∈[０ꎬＴ] .

(９)
式中:Ｔ 为地震动持续时间ꎻＡｇｉ和 θｉ 分别为

正弦级数第 ｉ 项的系数和激励圆频率ꎬ其计

算公式分别为

Ａｇｉ ＝ ２
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｕ̈ｇ( ｔ)ｓｉｎθｉ ｔｄｔꎬθｉ ＝ ｉπ / Ｔꎬｉ ＝

１ꎬ２. (１０)
考虑到无基线漂移地震动位移时程需满

足 ｕｇ (Ｔ) ＝ ０ꎬ又因为 ｓｉｎθｉＴ ＝ ０ꎬ所以由式

(９)可得∑
∞

ｉ ＝ １

Ａｇｉ

θｉ
＝ ０ꎬ则式(９)变为

　 　 ｕｇ(ｔ) ＝－∑
∞

ｉ ＝１

Ａｇｉ

θ２ｉ
ｓｉｎθｉ ｔꎬｔ ∈[０ꎬＴ]. (１１)

由式(８)和(１１)可分别给出地震行波激

励下支撑点加速度和位移时程为

当 ０≤ｔ≤ｂ / ｖ 时ꎬ

ｕ̈ｇＬ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
Ａｇｉｓｉｎθｉ ｔꎻ

ｕ̈ｇＲ ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï
(１２)

ｕｇＬ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１

Ａｇｉ

θ２ ｓｉｎθｉ ｔꎻ

ｕｇＲ ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１３)

当 ｔ > ｂ / ｖ 时ꎬ

ｕ̈ｇＬ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
Ａｇｉｓｉｎθｉ ｔꎻ

ｕ̈ｇＲ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
Ａｇｉｓｉｎθｉ( ｔ － ｂ / ｖ) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１４)

ｕｇＬ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１

Ａｇｉ

θ２ ｓｉｎθｉ ｔꎻ

ｕｇＲ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１

Ａｇｉ

θ２ ｓｉｎθｉ( ｔ － ｂ / ｖ) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１５)

２. ２　 绝对位移

将式(１３)和式(１５)代入式(６)得到拟静

力位移ꎮ 将式(１１)和式(１４)代入式(７)并进

行求解ꎬ可得到动力量位移ꎮ 依据相对运动

法ꎬ将拟静力和动力量位移求和可得到地震

行波激励下屋面绝对位移级数形式的解析

解:

　 ｕ ＝ ∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ(Ａｃｏｓεωｔ ＋ Ｂｓｉｎεωｔ) －

Ａｇｉ[ωＡｃｏｓθｉ ｔ ＋ [(Ｃθ２
ｉ － １)􀏦２θ２

ｉ ]]ｓｉｎθｉ ｔ}ꎬ
０ ≤ ｔ ≤ ｂ / ｖ. (１６)

　 ｕ ＝∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ[Ａ[ｃｏｓεωｔ ＋ ｃｏｓεω( ｔ －

ｂ / ｖ) ] ＋Ｂ[ ｓ ｉ ｎεω ｔ ＋ｓ ｉ ｎεω( ｔ －ｂ / ｖ) ] ] －
ＡｇｉωＡ[ｃｏｓθｉ ｔ ＋ｃｏｓθｉ ( ｔ －ｂ / ｖ)]＋Ａｇｉ [(Ｃθ２ｉ －

１) / ２θ２ｉ ][ｓｉｎθｉ ｔ ＋ ｓｉｎθｉ(ｔ － ｂ / ｖ)]}ꎬｔ > ｂ / ｖ.

(１７)

其中ꎬε ＝ １ － ξ２ ꎬＡ ＝ － ξθｉ / ＤꎬＢ ＝ (ω２ －

θ２
ｉ ＋ ２ξ２θ２

ｉ )􀏦２θｉεＤꎬＣ ＝ ( θ２
ｉ － ω２ )􀏦ＤꎬＤ ＝

(θ２
ｉ － ω２) ２ ＋ ４ξ２ω２θ２

ｉ ꎮ 式(１６)和式(１７)前两

项为瞬态响应ꎬ后两项为稳态响应ꎮ
２. ３　 柱剪力

考虑到柱顶绝对位移与屋面绝对位移相

同ꎬ将式(１６)和(１７)减去支撑点处绝对位移

(见式(１３)和(１５))再乘以柱子侧移刚度ꎬ即
可得到地震行波激励下柱剪力级数形式的解

析解:

　 　 ＦＬ＝ ｋ∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ(Ａｃｏｓεωｔ ＋Ｂｓｉｎεωｔ) －

Ａｇｉ[ωＡｃｏｓθｉ ｔ＋[Ｃ＋Ｅ[(ω / θｉ) ２＋Ｆ]]ｓｉｎθｉ ｔ]}ꎬ
０ ≤ ｔ ≤ ｂ / ｖ. (１８)
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　 　 ＦＬ＝ｋ∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ [Ａ[ｃｏｓεωｔ＋ｃｏｓεω( ｔ －

ｂ / ｖ)] ＋Ｂ[ｓｉｎεωｔ ＋ ｓｉｎεω( ｔ － ｂ / ｖ)]] ＋
Ａｇｉ[Ｃｓｉｎθｉ ｔ －ωＡ[ｃｏｓθｉ ｔ ＋ ｃｏｓθｉ( ｔ － ｂ / ｖ)] ＋
Ｅ[(ω / θｉ) ２ ＋Ｆ][ｓｉｎθｉ ｔ －ｓｉｎθｉ( ｔ －ｂ / ｖ)]]}ꎬ
ｔ > ｂ / ｖ. (１９)

　 　 ＦＲ＝ ｋ∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ(Ａｃｏｓεωｔ ＋Ｂｓｉｎεωｔ) －

Ａｇｉ[ωＡｃｏｓθｉ ｔ ＋[Ｃ－Ｅ[(ω / θｉ) ２ ＋Ｆ]]ｓｉｎθｉ ｔ]}ꎬ
０ ≤ ｔ ≤ ｂ / ｖ. (２０)

ＦＲ ＝ ｋ∑
∞

ｉ ＝１
{Ａｇｉωｅ－ξωｔ[Ａ[ｃｏｓεωｔ＋ｃｏｓεω(ｔ －

ｂ / ｖ)] ＋ Ｂ[ｓｉｎεωｔ ＋ ｓｉｎεω( ｔ － ｂ / ｖ)]] ＋
Ａｇｉ[Ｃｓｉｎθｉ( ｔ － ｂ / ｖ) －ωＡ[ｃｏｓθｉ ｔ ＋ ｃｏｓθｉ( ｔ －
ｂ / ｖ)] － Ｅ[(ω / θｉ) ２ ＋ Ｆ][ｓｉｎθｉ ｔ － ｓｉｎθｉ( ｔ －
ｂ / ｖ)]]}ꎬｔ > ｂ / ｖ. (２１)
式中:Ｅ ＝ ω２ / ２ＤꎬＦ ＝ ４ξ２ － １ꎻＦＬ 和 ＦＲ 分别

为左柱和右柱剪力ꎮ 式(１８) ~ (２１)前两项

为瞬态响应ꎬ后三项为稳态响应ꎮ
当视波速 ｖ 无穷大时ꎬ由式(１９)和(２１)

可得一致激励下左柱和右柱剪力相同ꎬ即

　 　 􀭵Ｆ ＝ ｋ∑
∞

ｉ ＝１
{２Ａｇｉωｅ－ξωｔ(Ａｃｏｓεωｔ ＋

Ｂｓｉｎεωｔ) －Ａｇｉ(２ωＡｃｏｓθｉ ｔ ＋Ｃｓｉｎθｉ ｔ)}. (２２)
将式(１８) ~ (２１)与式(２２)进行对比可

见ꎬ地震行波激励下柱剪力不仅与时间延迟

ｂ / ｖ 有关ꎬ还与(ω / θｉ) ２ 有关ꎬ而一致激励下

柱剪力与两者均无关ꎮ
利用式(１６) ~ (２２)计算结构响应时不

需要计算无穷多项ꎬ只需要计算有限项ꎮ 利

用式(１０)中 θｉ ＝ ｉπ / Ｔ 以及θｉ ＝ ２πｆｉ 可得 ｉ ＝
２Ｔｆｉꎬ且考虑到实际地震波中的最高频率 ｆｉ
通常不超过 ２０ Ｈｚꎬ所以采用式(１６) ~ (２２)
计算结构响应时取最大项数为 ｉｍａｘ ＝ ４０ Ｔꎮ
式(１６) ~ (２２)中 ｔ 的间隔为原始地震动记

录的时间间隔ꎮ
针对图 １ 中单层单跨结构ꎬ以加油站罩

棚结构为例ꎬ在 ＰＥＥＲ 数据库[２０] 中选取地震

波 Ｅｌ ｃｅｎｔｒｏ(ＲＳＮ６￣Ｈ１)进行行波激励ꎬ对比

采用解析解和 ＡＢＡＱＵＳ 有限元分析软件计

算获得的柱剪力响应时程ꎮ 罩棚采用螺栓球

节点正放四角锥网架结构ꎬ其由四根相同的

钢筋混凝土柱子支撑ꎬｙ 方向的跨数Ｎ ＝ １ꎮ ｘ
和 ｙ 方向的平面尺寸分别为 ２４ ｍ和 ２７ ｍꎬｘ 和

ｙ 方向的柱间距离分别为ｂ ＝１２ｍ 和 ａ ＝１５ ｍꎮ
钢筋混凝土柱与罩棚之间采用铰接ꎬ柱高为

６􀆰 ２ ｍꎬ方柱横截面边长为 ６００ ｍｍꎮ 钢筋密度

为 ７ ８００ ｋｇ / ｍ３ꎬ混凝土弹性模量和密度分别

为 ３􀆰 ０ × １０４ ＭＰａ 和２ ５００ ｋｇ / ｍ３ꎮ 可计算出

ｍ ＝ ８ ９６８􀆰 ６４ ｋｇ 和 ｆ ＝ ６􀆰 ７９ Ｈｚ (ω ＝ ４２􀆰 ６５
ｒａｄ / ｓ)ꎮ 阻 尼 比 ξ 取 ０􀆰 ０５ꎬ 视 波 速 ｖ 取

２ ０００ ｍ / ｓꎮ 采用式(１８)和(１９)计算左柱剪

力时 取 最 大 项 数 为 ｉｍａｘ ＝ ４０ Ｔ ＝ ２ １２０
(Ｅｌ ｃｅｎｔｒｏ波持续时间为 Ｔ ＝ ５３ ｓ)ꎮ 图 ２ 为

两种途径获得的左柱剪力时程曲线对比ꎮ 为

了清晰地展示对比结果的主要部分ꎬ横坐标

时间范围为前 ３０ ｓꎮ

图 ２　 解析解和 ＡＢＡＱＵＳ 软件计算左柱剪力时程对比

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ＡＢＡＱＵＳ
ｆｏｒ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ｌｅｆｔ ｃｏｌｕｍｎ

由图 ２ 可见ꎬ利用解析解计算得到的左

柱剪力时程曲线与 ＡＢＡＱＵＳ 有限元分析软

件计算得到的时程曲线重合ꎬ表明笔者推导

出的解析解是正确的ꎮ
２. ４　 行波效应机理分析

考虑到地震波加速度可表示为一系列不

同频率正弦波之和[１９]ꎬ因此ꎬ式(１８) ~ (２１)
中任一项皆为正弦行波激励下的柱剪力解析

解ꎮ 笔者以正弦行波激励下左柱剪力为例ꎬ
通过分析峰值柱剪力与激励频率的关系研究
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行波效应在频率方面的机理ꎮ 为相对简化ꎬ
进行分析时未考虑结构阻尼ꎮ 由式(１８) ~
(１９) 可给出正弦行波激励下且无阻尼时

(ξ ＝ ０)左柱剪力稳态解析解为

　 ＦＬ ＝ ｋＡｇ
[２ － (ω / θ) ２]
２(θ２ － ω２)

ｓｉｎθｔ{ }ꎬ０≤ｔ≤ ｂ
ｖ .

(２３)

　 ＦＬ＝ｋＡｇ － (ω / θ)２

２(θ２ －ω２)
ｓｉｎθｔ － ｓｉｎθ ｔ － ｂ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]{ ＋

１
θ２ － ω２ ｓｉｎθｔ}ꎬｔ > ｂ

ｖ . (２４)

式中:Ａｇ 和 θ 分别为正弦加速度系数和激励

圆频率ꎮ
对于小跨度结构ꎬｂ / ｖ 的值非常小ꎬ因此

在 ｔ < ｂ / ｖ 范围内ꎬ柱剪力不会达到峰值ꎬ即
峰值柱剪力出现在 ｔ > ｂ / ｖ 范围内ꎮ 为了获

得左柱峰值剪力ꎬ可将式(２４)改写为

｜ＦＬ ｜ ＝

ｋＡｇｓｉｎ(θｔ ＋ φ)
ω２ － θ２ １ ＋ ω

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２[ ]ｓｉｎ２ ωｂ
２ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(２５)
式中:φ 为辅助角ꎮ 考虑到实际地震波内最

低频率为 ０􀆰 ０６３ Ｈｚ[２１]ꎬ分析时考虑的最低激

励圆频率为 ２π × ０􀆰 ０６３ ≈ ０􀆰 ３９６ ｒａｄ / ｓꎮ 考

虑到 ｂ / ｖ 的值非常小ꎬｓｉｎωｂ / ２ｖ 可近似等于

ωｂ / ２ｖꎮ 当 ０􀆰 ３９６≤θ < ω 时ꎬ由式(２５)可近

似给出左柱峰值剪力为

　 ＦＬＰ ＝
ｋＡｇ

ω２ － θ２ １ ＋ ω
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２[ ] ωｂ
２ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

{ }.
(２６)

对式(２６)中的根号项进行泰勒展开可

得:

当 ０􀆰 ３９６≤θ < ω􀏦 (２ｖ / ωｂ) ２ ＋ ２时ꎬ

　 ＦＬＰ ＝
ｋｂＡｇ

２ｖθ
１ ＋ １

２[(ω / θ) ２ － ２](ωｂ / ２ｖ) ２{ }.
(２７)

当 ω􀏦 (２ｖ / ωｂ) ２ ＋ ２≤θ < ω 时ꎬ

　 ＦＬＰ ＝ ｋＡｇ
２ ＋ [(ω / θ) ２ － ２](ωｂ / ２ｖ) ２

２(ω２ － θ２){ }.
(２８)

将式(２７)对 θ 进行求导可知其导函数

为负值ꎬ表明当 ０􀆰 ３９６≤θ <ω􀏦 (２ｖ / ωｂ)２ ＋２
时ꎬ左柱峰值剪力随激励频率增大而逐渐减

小ꎮ 将式(２８)对 θ 进行求导可得左柱峰值

柱剪力存在一个极小值ꎬ极小值处激励频率

表达式为

θｍｉｎ ＝

ω (ωｂ / ｖ) ２ － (ωｂ / ｖ) ８ － (ωｂ / ｖ) ２

２(ωｂ / ｖ) ２ － ８
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１ / ２

.

(２９)
由式(２６)可得ꎬ当 θ 趋近于 ω 时ꎬ峰值

柱剪力趋近于无穷大ꎮ 综上ꎬ当 ０􀆰 ３９６≤θ <
ω 时ꎬ左柱峰值剪力随着激励频率的增大先

降低后升高到无穷大ꎮ
由式(２５)可得 θ > ω 时左柱峰值剪力为

　 　 ＦＬＰ ＝
ｋＡｇ

θ２ －ω２ １ ＋ ω
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－２[ ]ｓｉｎ２ ωｂ
２ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(３０)
由式(３０)可得当 θ 趋近于 ω 时ꎬ峰值柱

剪力趋近于无穷大ꎮ 当 θ > ω 时ꎬ由式(３０)
可得左柱峰值剪力随着激励频率增大而逐渐

降低ꎮ 当 θ 趋近于无穷大时ꎬ由式(３０)易得

柱剪力峰值趋近于零ꎮ
当 ｖ 趋近于无穷大时ꎬ由式(２５)可给出

一致激励下左柱峰值剪力:

􀭵Ｆｐ ＝

ｋＡｇ

ω２ － θ２ ꎬθ < ωꎻ

ｋＡｇ

θ２ － ω２ ꎬθ > ω.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３１)

当 ０􀆰 ３９６≤θ < ω 时ꎬ将式(２６)中 ＦＬＰ除

以式(３１) 左式中的 􀭵Ｆｐꎬ可得当 θ ＝ ２ ω / ２
时ꎬ行波激励和一致激励下左柱峰值剪力相

等ꎮ 由式(２６)和式(３１)得出:当 θ < ２ ω / ２

时ꎬＦＬＰ > 􀭵Ｆｐꎻ当 ２ ω / ２ < θ < ω 时ꎬＦＬＰ < 􀭵Ｆｐꎮ
当 θ > ω 时ꎬ由式(３０) ~ (３１)得出:ＦＬＰ≤􀭵Ｆｐꎮ

基于上述分析ꎬ可分别给出行波激励和一

致激励下左柱峰值剪力与激励频率在 θ≥
０􀆰 ３９６ 范围下的关系曲线示意图ꎬ如图３ 所示ꎮ
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图 ３　 左柱峰值剪力与激励频率关系示意图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｅａｋ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ

ｌｅｆｔ ｃｏｌｕｍｎ ａｎｄ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

由图 ３ 可见ꎬ当激励频率低于 ２ω / ２ 时ꎬ
行波激励下左柱峰值剪力大于一致激励下左

柱峰值剪力ꎬ激励频率越低ꎬ行波激励比一致

激励下左柱峰值剪力越大ꎮ 也就是说ꎬ对于

图 １ 中单层单跨结构ꎬ且正弦波传播和激励

方向均沿短轴方向情况下ꎬ当激励频率低于

２ω / ２ 时ꎬ柱剪力存在行波效应ꎬ激励频率越

低ꎬ行波效应越显著ꎮ

３　 地震波中频率成分对行波效

应影响

　 　 针对图 １ 中单层单跨结构ꎬ并以钢筋混凝

土车库为例ꎬ研究地震波中频率成分对单层结

构行波效应的影响ꎮ 当图 １ 中结构为单层钢筋

混凝土车库时ꎬ分别取 Ｎ ＝ ６、ａ ＝ ４ ｍ 和 ｂ ＝
９􀆰 ８ ｍꎬ刚板厚 １２０ ｍｍꎮ 与 ｘ 轴平行的梁截面

长 ×宽为７００ ｍｍ ×３００ ｍｍꎬ与 ｙ 轴平行的梁截

面长 ×宽为 ４００ ｍｍ ×２５０ ｍｍꎮ 柱高为 ５􀆰 ３ ｍꎬ
方柱横截面边长为 ４５０ ｍｍꎮ 钢筋混凝土密度

为 ２ ５００ ｋｇ / ｍ３ꎬ混凝土弹性模量为 ３􀆰 ０ ×
１０４ ＭＰａꎮ 可计算出 ｍ ＝ １􀆰 ０８ × １０５ ｋｇꎬ ｆ ＝
５􀆰 ２１ Ｈｚ(ω ＝３２􀆰 ７１ ｒａｄ / ｓ)ꎬ阻尼比 ξ 取 ０􀆰 ０５ꎮ
３. １　 低频成分对柱剪力行波效应影响

在 ２. ４ 节已知对于图 １ 中单层单跨结

构ꎬ当激励频率低于 ２ω / ２ 时ꎬ柱剪力存在行

波效应ꎬ因此笔者将由低于 ２ ω / ２ 的激励频

率构成的频率成分称之为低频成分ꎮ 为研究

低频成分对行波效应的影响ꎬ利用式(１８) ~
(２１)获得不同频率成分的波行波激励下柱

剪力ꎬ将式中第 ｉ 项以上所有项求和可得到

频率成分高于 θｉ ｒａｄ / ｓ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)的波激励

下柱剪力ꎬ因此 θｉ 也可称为截止频率 θＣꎮ 地

震波 Ｋｏｃａｅｌｉ(ＲＳＮ１１７６)在 ＰＥＥＲ 数据库中

被选取ꎮ
图 ４ 为不同视波速时ꎬ 单层车库在

Ｋｏｃａｅｌｉ 波作用下的左柱峰值剪力和 θＣ / ω 关

系曲线ꎮ 考虑到实际地震波频率范围通常为

０􀆰 １ ~ ２０ Ｈｚꎬ因此 θＣ 的取值范围取 ０􀆰 ２π ~
４０π ｒａｄ / ｓꎬ又结构基频 ω 为 ３２􀆰 ７１ ｒａｄ / ｓꎬ所
以图 ４ 中 θＣ / ω 的范围取 ０􀆰 ０１ ~ ３􀆰 ５ꎮ 随着

θＣ / ω 值的降低ꎬ生成波中的低频成分由不丰

富逐渐越来越丰富ꎮ 由 ２􀆰 ３ 节已知当最高频

率为 ２０ Ｈｚ 时ꎬ式(１８)和式(１９)取前 ４０Ｔ 项

求和即可计算左柱剪力ꎬ又 Ｋｏｃａｅｌｉ 波持续

时间为 Ｔ ＝ ３５ ｓꎬ因此计算时取最大项数为

１ ４００ꎮ

图 ４　 左柱峰值剪力与 θＣ / ω 关系曲线

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｅａｋ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ
ｌｅｆｔ ｃｏｌｕｍｎ ａｎｄ θＣ / ω

由图 ４ 可见ꎬ当 θＣ 大于 ０􀆰 ７ ω 时ꎬ行波激

励和一致激励下(ｖ ＝∞)左柱峰值剪力基本相

同ꎮ 当 θＣ 小于 ０􀆰 ７ ω 时ꎬ随着 θＣ / ω 值的降低

(生成波低频成分越来越丰富)ꎬ行波激励与一

致激励左柱峰值剪力间差值逐渐增大ꎬ也就是

行波效应逐渐显著ꎮ 上述现象主要是由于式

(１８) ~ (２１)中的(ω / θｉ)２ 项导致的ꎮ
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图 ４ 表明ꎬ生成的低频成分丰富波会使

结构产生行波效应ꎬ低频成分不丰富的波不

会产生行波效应ꎮ 对于低频成分丰富的波ꎬ
即使视波速不太大ꎬ柱剪力也会产生行波效

应ꎮ 在相同视波速时ꎬ低频成分越丰富的波ꎬ
行波效应越显著ꎮ 对于低频成分不丰富的

波ꎬ即使视波速不太小ꎬ柱剪力也不会产生行

波效应ꎮ
３. ２　 不同频率成分地震波激励下柱剪力行

波效应分析

　 　 通过 ２. ４ 节峰值柱剪力与激励频率关系

的研究以及 ３. １ 节人工生成不同频率成分波

行波效应的分析ꎬ观察到低频成分丰富波会

产生行波效应ꎬ低频成分不丰富波不会产生

行波效应ꎻ对于低频成分丰富的波ꎬ低频成分

越丰富ꎬ行波效应越显著ꎮ 笔者在 ＰＥＥＲ 数

据库中选取三类频率成分不同的实际地震

波ꎬ研究低频成分丰富程度对单层钢筋混凝

土车库行波效应的影响规律ꎮ 图 ５ ~ 图 ７ 分

别为三类地震波的加速度幅值谱ꎬ每类各三

条地震波ꎬ横坐标是激励频率 θｉ 与车库的结

构基频 ω 之比ꎮ

图 ５　 第一类地震波傅里叶加速度幅值谱

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｆｏｕｒｉｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｓｐｅｃｔｒａ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｋｉｎｄ ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ ｗａｖｅ

图 ６　 第二类地震波傅里叶加速度幅值谱

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｆｏｕｒｉｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｓｐｅｃｔｒａ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｋｉｎｄ ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ ｗａｖｅ

图 ７　 第三类地震波傅里叶加速度幅值谱

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｆｏｕｒｉｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｓｐｅｃｔｒａ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｋｉｎｄ ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ ｗａｖｅ
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　 　 由图 ５ 可见ꎬ第一类三条地震波分别为

Ｂｉｇ Ｂｅａｒ ｃｉｔｙ 波 (ＲＳＮ８４１６ )、Ｎｏｒｔｈｒｉｄｇｅ 波

(ＲＳＮ１０４３)和 Ｌｏｍａ Ｐｒｉｅｔａ 波波(ＲＳＮ７３２)ꎬ
这三条地震波幅值谱中的主要频率均低于

２ω / ２ꎬ也就是说ꎬ其低频成分是丰富的ꎮ 而

对于图 ６ 中的第二类地震波ꎬ即 Ｃｈｉ￣ｃｈｉ 波
(ＲＳＮ１１８２)、Ｅｌ Ｃｅｎｔｒｏ 波(ＲＳＮ６)和 Ｔａｆｔ 波

(ＲＳＮ１５)ꎬ它们的部分主要频率低于 ２ω / ２ꎬ

但还有另一部分主要频率要高于 ２ ω / ２ꎮ 第

二类地震波的低频成分虽然没有第一类地震

波丰富ꎬ但其也包含较为丰富的低频成分ꎮ
至 于 图 ７ 中 的 Ｓａｎ Ｆｒａｎｃｉｓｃｏ 波

(ＲＳＮ２０２９８)、Ｂｒｕｓｈｙ Ｐｅａｋ 波(ＲＳＮ２１０２３)和
Ｅｕｒｅｋａ Ｃａｎｏｐｙ 波(ＲＳＮ２１３２０)ꎬ它们的主要

频率均高于 ２ ω / ２ꎬ其低频成分显然是不丰

富的ꎮ 对于图 ５ 和 ６ 中低频成分丰富的地震

波ꎬ幅值谱中主要频率越接近于坐标原点代

表地震波中的低频成分越丰富ꎮ
图 ８ 为单层车库在上述 ９ 条地震波激励

下ꎬ行波激励和一致激励左柱峰值剪力之比

与视波速关系曲线ꎮ 视波速的范围是 ５００ ~
３ ０００ ｍ / ｓꎮ 式(１８) ~ (１９)取前 ４０ Ｔ 项求和

计算地震波激励下左柱剪力ꎬ ｔ 的间隔为原

始地震动记录的时间间隔ꎮ

图 ８　 行波激励和一致激励下左柱峰值剪力之比

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｔｈｅ ｒａｔｉｏｓ ｏｆ ｐｅａｋ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ｌｅｆｔ ｃｏｌｕｍｎ
ｕｎｄｅｒ ｗａｖｅ ｐａｓｓａｇｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

由图 ８ 可见ꎬ对于选用的前两类地震波ꎬ
行波激励和一致激励峰值柱剪力之比大

于 １ꎬ且比值随视波速减小而增大ꎮ 在相同

视波速时ꎬ第一类地震波比第二类地震波比

值要大ꎮ 这表明在这两类地震波激励下柱剪

力存在行波效应ꎬ低频成分越丰富的地震波ꎬ
行波效应越显著ꎮ 而在第三类地震波激励

下ꎬ峰值柱剪力之比小于 １ꎬ即不存在行波效

应ꎮ 对于右柱峰值剪力ꎬ与图 ８ 类似ꎮ
由图 ５ ~ 图 ８ 可见ꎬ当地震波加速度幅

值谱中存在低于 ２ ω / ２ 的主要频率时ꎬ柱剪

力会产生行波效应ꎮ 当地震波加速度幅值谱

中的主要频率均高于 ２ ω / ２ 时ꎬ柱剪力不会

产生行波效应ꎮ 也可以说ꎬ在低频成分丰富

的地震波作用下ꎬ结构会产生行波效应ꎻ在低

频成分不丰富的地震波作用下ꎬ不会产生行

波效应ꎮ 对于低频成分丰富的地震波ꎬ在相

同时间延迟情况下ꎬ幅值谱中主要频率越接

近坐标原点ꎬ也就是低频成分越丰富ꎬ行波效

应越显著ꎮ 小跨度结构行波效应不仅取决于

时间延迟ꎬ还取决于地震波中的低频成分ꎮ
当低频成分丰富时ꎬ即使时间延迟不大(视
波速不小)ꎬ柱剪力也会产生地震行波效应ꎮ
事实上ꎬ在低频成分和时间延迟的共同作用

下ꎬ小跨度结构产生地震行波效应ꎮ

４　 结　 论

(１)给出了地震行波激励下单层单跨结

构响应的解析解ꎻ地震行波激励下柱剪力不

仅与时间延迟有关ꎬ还与结构基频和激励频

率比值的平方有关ꎮ

(２)当地震波中低于 ２ / ２ 倍结构基频的

频率成分丰富时ꎬ小跨度结构会产生行波效

应ꎻ当地震波中低于 ２ / ２ 倍结构基频的频率

成分不丰富时ꎬ不会产生行波效应ꎻ对于低频

成分丰富的地震波ꎬ低频成分越丰富ꎬ行波效

应越显著ꎮ
(３)小跨度结构地震行波效应不仅取决

于时间延迟ꎬ还取决于地震波的低频成分ꎻ在
低频成分和时间延迟的共同作用下ꎬ小跨度

结构产生地震行波效应ꎮ
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